4MA2 ALS5

Algebre linéaire Série 5

Exercice 1 : Dans I'ensemble R?, on considére les deux lois de composition suivantes :

(x1;x2) + (V13 ¥2) = (01 + y15 %2 + y2) et a(xg; x3) = (axq; x3)

Montrer que R? muni de ces deux lois n'est pas un espace vectoriel.

Exercice 2 : Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3 muni de ses deux

lois de composition habituelles ? (voir exemple 1, p.32 théorie)

A={(;y,2z)|x =12} C ={(x;y;2)|y = 3x} E={(x;y;2)|3x + 4y — 5z = 0}
B ={(x;y;2z)|z =0} D={(;y;2)|12x +y+z =21} F={(x;y;2)|xy = z}
Exercice 3 :

Ecrire le vecteur v = (1; —2; 5) comme combinaison linéaire des vecteurs
e; =(1;1;1),e, =(1;2;3) ete; = (2;,-1;1)

Exercice 4 :

Pour quelles valeurs de k le vecteur u = (1; —2; k) de R? est-il une combinaison linéaire des
vecteursv = (3;0;2) etw = (2;-1;-5) ?

Exercice 5 : Ecrire la matrice E = (i _11) sous forme de combinaison linéaire des matrices

4= D=0 Dec=( 2)

Exercice 6 :

Déterminer si le vecteur v = (3; 9; —4; —2) est une combinaison linéaire ou pas des vecteurs
u, = (1;-2;0;3),u, =(2;3;0;,—-1) etuz = (2;-1;2; 1),
c'est-a-dire s'il appartient a I'espace engendré par les u;.

Exercice 7 :

Montrer que les vecteurs u = (6;2; 3;4),v = (0; 5; —1; 1) etw = (0; 0; 7; —2) sont linéairement
indépendants.

Exercice 8 :
Soit M, ,(R) I'espace vectoriel des matrices 2 X 2 a coefficients réels. Les matrices 4, B et C sont
elles dépendantes ou indépendantes ?

4= D= D=6 o)
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Exercice 9 : soit M, ,(R) l'espace vectoriel des matrices 2 X 2 a coefficients réels. Les matrices

A, B et C sont elles dépendantes ou indépendantes ?

=G Do=G D= D)

Exercice 10 :

Déterminer si les ensembles de vecteurs suivants forment une base de |'espace vectoriel R3.

a) (1,1, Det (1;,-1;5) o (1,11),(1;2;3)et (2;-1;1)
b) (1;2;3),(1;0;-1),(2;1;2)et (3;-1;0) d) (1;1;2),(1;2;5) et (3;5;12)

Solutions Algebre linéaire Série 5 :

Exercice 1:

R? muni de ces deux lois n'est pas un espace vectoriel car la propriété (o« + ) v =a - v + 8 v concernant la
loi externe ne serait pas remplie.

Un simple contre exemple suffit: (2 +3) - (1;1) =5-(1;1) = (5;1)
quin'estpaségala:2- (L, D +3-(1; 1) =(2; D+ (3;1) =(5;2)

Exercice 2 : Les sous-espaces de R3 sont B, C et E
Exercice 3 : On cherche a, 8 et y tels que:

1,-25=a1; 1D +p(1;2,3)+y(2;-1;1)

a+f+2y=1
Ce qui nous ameéne a résoudre: {a +28—y=-2
a+38+y=5
dont on obtient les solutions: « = —6,8 = 3 ety = 2

Exercice 4 : On pose (1; —2; k) = a(3;0;2) + B(2; —1; —5)

3a+28 =1
Résolvons:{ - =-2
2a — 58 =k

donc f = 2 (2eligne) et ¢ = —1 (1e ligne) ainsi k = —12 (3e ligne)

Exercice 5:
3 1y_.(1 1 00 0 2\_(x x 0 0 0 2z\_( x x+2z
posons (1 1) =x(; o)+v(} )2 5)=G 0)+(y y>+(0 —z)_(x+y y—Z)
x =3
2z=1
Résolvons : Qgc-l-_l—yz=1 dont les solutionssont: x =3,y =—2etz=—1doncE=34A—-2B—-C
y—z=-1
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Exercice 6 : Soit v une combinaison linéaire de u;. On posera : v = xu, + yu, + zu;
(3;9,—4;-2) =x(1;-2;0;3) + y(2;3;0; 1) + z(2;—-1;2; 1)) = (x + 2y + 2z; —2x + 3y — z;2z; 3x — y + 2)

x+2y+2z=3

—2x+3y—2z=9
2z =—4

3x—y+z=-2

On tombe donc sur le systeme :

En résolvant ce systéeme, on trouve une solution x = 1,y = 3,z = —2. Si le systéme n'avait pas eu de solution, on
n'aurait pas pu trouver de combinaison linéaire adéquate.

Exercice 7 : On écrit une combinaison linéaire nulle de ces trois vecteurs
x(6;2;3;4) +y(0;5;—3;1) +z(0;0; 7; —2) = (0;0; 0; 0)
6x =0
2x+5y=0

3x—-3y+7z=0
4x+y—-2z=0

et on cherche les solutions du systéme

On trouve x = 0,y = 0 et z = 0. Une combinaison linéaire nulle de ces trois vecteurs a nécessairement des
coefficients nuls. Les vecteurs sont linéairement indépendants

Exercice 8 : On écrit une combinaison linéaire nulle de ces trois matrices :
(1 DG D6 0)=6 =G D+( )+ 6 =6 o
x+y+z=0
x+z=0

x=0
x+y=0

On est amené au systéme suivant : dont les solutions sontx = 0,y =0etz = 0.

Les matrices sont indépendantes

Exercice 9 : On écrit une combinaison linéaire nulle de ces trois matrices

G DG D+l D=6 0=G DG 2)+CG 39=6 0

x+3y+z=0
On est amené au systéme suivant : 2x =y =>52=0
")3x+2y—4z=0

x+2y=0

Ce systeme possede plus d'équations que d'inconnues. La plupart du temps, de tels systemes n'ont pas de solutions.
On vérifie quand méme. On trouve que I'ensemble solution de ce systéeme est {(—24; 4; —1)|4 € R}. Il y a donc une
infinité de combinaisons linéaires nulles a coefficients non tous nuls de ces trois matrices. Elles sont donc linéairement
dépendantes.

Exercice 10:

a) et b) ne peuvent pas étre des bases de R3 qui est de dimension 3. Une base doit donc posséder exactement 3
vecteurs.

c) peut servir de base car les vecteurs sont indépendants.

d) ne peut former une base car les vecteurs sont linéairement dépendants.
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