4ma2 ALS7

Algebre linéaire Série 7

Exercice 1:
On considére I’endomorphisme f de R?défini par £((1;0)) = (2;3) et £((0; 1)) = (5; 7).
Déterminer I'image f((x; y;)) d’un vecteur quelconque de R?.

Exercice 2 :
Les applications suivantes sont-elles des endomorphismes de R? ?
a) f:0gy)P (x+1;y)
b) f:(x;y)» (x —y;2x +4y)
o) f:(xy) e (xxy)
d) f:(x;y) - (x%0)

Exercice 3 : Dans R? muni de sa base canonique B = (e;; e,), on considére les vecteurs :
a1 = 261 + 62 a2 = 561 + 362 b1 = 761 + 262 bz = 461 + 62

1) Vérifier que B; = (ay; a,) et B, = (by; by) sont des bases de R2.
2) Etablir la matrice de passage de la base B a la base B

3) Etablir la matrice de passage de la base B; a la base B.

4) Etablir la matrice de passage de la base B a la base B,.

5) Etablir la matrice de passage de la base B, a la base B.

6) Etablir la matrice de passage de la base B, a la base B,.

7) Etablir la matrice de passage de la base B, a la base B;.

Exercice 4 :
Dans R?, on considére quatre vecteurs :
a, = (=5;1),a, = (=2;2),b; = (—1;-3) et b, = (5;7)
On pose : B; = (aq; az)et B, = (by; by)
a) Etablir la matrice de passage de la base B; a la base B,.
b) Etablir la matrice de passage de la base B, a la base B;.
c) Sachant que la matrice-colonne associée a un vecteur u relativement a la base B; est

1 . . o .
X, = 3) calculer la matrice-colonne X, associée au méme vecteur u relativement

a la base B,.
d) Sachant que la matrice-colonne associée a un vecteur v relativement a la base B, est

-2 . . o .
Y, = 6 ) calculer la matrice-colonne Y; associée au méme vecteur v relativement

a la base B;.

Exercice 5 :
Déterminer les valeurs et les vecteurs propres des endomorphismes f de R? définis par :

a) f((xy)=QGBy;x+2y)
b) f((x:y)) = (—ix —2¥igX +y)
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Exercice 6 :

On donne des endomorphismes de R3 par leurs matrices relativement 3 la base canonique.
Chercher, pour chacun d’eux, les valeurs propres et les sous-espaces propres associés.
Lorsque cela est possible, déterminer la matrice d’'un changement de base permettant de
diagonaliser I’'endomorphisme et écrire la matrice de I’'endomorphisme dans la nouvelle

base.
1 2 -1 1 -1 0 3 0 1
a) (1 0 1 ) c) (—1 1 o) e) (0 4 1)
2 4 =2 0 0 2 0 0 2
3 2 1 -1 1 0 -3 2 =2
b)(l 4 1) d)(—z -1 1) f)(—lO 6 —4)
1 2 3 2 2 0 2 -1 3
Exercice 7 :

Un endomorphisme f de R?admet les valeurs propres 2 et — 3 et les sous-espaces propres
E, =L((2;-1)) et E_; = L((3; 1)).
Déterminer les matrices de f dans la base des vecteurs propres et dans la base canonique.

Exercice 8 :

Un endomorphisme f de R3® admet les valeurs propres 1, 2 et —3 et les sous-espaces
propres associés : E; = L((1;0;1)),E, = L((0;—1;1)) et E_3 = L((0; 1; 1)).
Déterminer les matrices de f dans la base des vecteurs propres et dans la base canonique.

Exercice 9 :

Un endomorphisme f de R? est défini par sa matrice A = (i _63) relativement a la base

canonique.

a) Vérifier que (1; —1) et (3; —1) sont deux vecteurs propres de f.
Quelles sont les valeurs propres associées ?

b) Ecrire la matrice de passage P de la base canonique a la base des vecteurs propres.
Calculer P71,

c) On note D la matrice de f relativement a la base des vecteurs propres.
Ecrire D et vérifierA=P-D - P~ 1.

d) Vérifier I'égalité : A> = PD?P~1, puis calculer 42.

e) Calculer A4°.

Exercice 10 :

_1) relativement a la base

Un endomorphisme f de R? est défini par sa matrice A = (; 1

canonique. Calculer A%, en diagonalisant la matrice A.
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Exercice 11 : i

Voici un dessin dans le plan muni d’un repére E = R? .

Vous pouvez repérer quelques points qui vous servirons a déterminer

I'image de ce dessin par les huit transformations linéaires proposées ci-

dessous. BT
Pour chacune : Déterminez sa matrice, dessinez I'image, identifiez la
15
transformation.
. =10
1) (6 ) = (=% )
ok
<
4 I i 5 0

0

2) f,((x9) = (—y; —x)
A

¥4

-10 =5 5 1

—10

3) f3((x ) = (0;)
A

Ao

Y
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4) (6 3) = (=x;—y)
N

5) (o) = (3x =3y~ + 1)
A

6) fo((x;¥)) = (1,5x; 1; 5y)
oA
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7 () = (Lx -1yl +

2 2

o

V3
Y

)

N~

-10 L5 5
15
—10
8) fo((: ) = (—x + y; 2x)
oA
q
4 5 5 T

—10

Et si on prend l'application suivante : f,((x;y)) = (x + 1;¥ — 2), qu’advient-il de ce dessin ? Est-ce que f, est

N

linéaire ?

N~
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Exercice 12 :

Dans R?, on considére les vecteursu = (2;1),v = (—=1;1),s = (3; 1) et t = (2;;) ainsi

que I’endomorphisme f de R? dont la matrice relativement a la base canonique (e;; e,) est
(1 0

My = (—z 3)

Calculer les matrices de f relativement aux bases suivantes.
a) (ez; e1) b) (e; +e5;3e;) ) (w;v)  d)(s;t)

Exercice 13 :
On considére une base B = (ey; e,; e3) d’un espace vectoriel E et un endomorphisme f de
E définipar f(e;) = e; —e,, f(e;) = e, —e3 et f(e3) =e; —ey.
a) Ecrire la matrice de f relativement 4 la base B.
b) Onposeu, = e, + e,,u, = e; + e; et us = e; + e,. Montrer que B' = (uy; uy; us)
est une autre base.
c) Déterminer la matrice de f relativement a la base B'. Que peut-on observer ?

Exercice 14 :

3 1 -3
SoitA=|-1 1 1
1 1 -1

On note B = (ey; e,; e3) la base canonique de R3

Soit f ’endomorphisme de R3 dont la matrice dans B est A.

Onposee; = (1;1;1);e; = (1;—1;0) et es = (1;0; 1) et B' = (ey; e5; €3)
a) Montrer que B’ constitue une base de R3
b) Ecrire la matrice de f dans cette base.
c) Déterminer une base de Ker(f) et de Im(f)

Solutions ALS7

Exercice 1:

(2x +5y;3x + 7y)
Exercice 2 :

a) non b) oui ¢) non d) non
Exercice 3 :

2(; 3G a6 DG Hel L )

Exercice 4 :
(L P Doe=Qan=5)

Exercice 5:
a)A=3,Es=L((1D)et 1=-1,E_; =L((3;-1))
b) A =~,E1=L((2;—1)) et A =+,E: = L((3;-1))
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Exercice 6 :
) =-3,E;=L((1,-1,2)),4,=0,E, =L((-1,1,1)),A4; = 2,E, = L((2;3;4))

1 -1 2 -3 0 0
P=|l-1 1 3[,AA=({0 0 0
2 1 4 0 0 2

b) A, = 2,4, = 6; E, = L((1;0;—1);(2;-1;0)), Es = L((1;1; 1))
1 2 1 2 0 0
P=(O -1 1>,A’=(O 2 o)
-1 0 1 0 0 6
¢) & = 0; A, = 2;Lo((1;1;0)), E; = L((=1;1;0),((0;0; 1))
1 -1 0 0 0 0
P=(1 1 o),A'z(o 2 o)
0 0 1 0 0 2

dA, =1E = L((l; 2; 6)), A n’est pas diagonalisable
el =3, =443 =2 E; =L((1;0;0));E, = ((0;1;0)); E, = L((2;1;-2))

1 0 2 3 00
P=(0 1 1 ),A=|0 4 0
0 0 -2 0 0 2

A =1,2, =2,4; =3;E;, = L((1;2;0)),E, = L((0; 1, 1)), E5 = L((1;2; -1))

1 0 1 1 0 O
P=(2 1 2 ),A=10 2 0
01 -1 0 0 3

Exercice 7 :
G %.C D)
Exercice 8 :

1 0 O L 2 0 0
0 2 0)3 5 -1 -5
0 0 -3 3 =5 -1

Exercice 9 :

a)A=57v,=(1;-1),1=3,v, =(3;—-1) d) A% = 1 —-24
wr=(y 5= )
c)D=(0 3)

33
—1198 —4323)

5
e) A" = ( 1441 4566

Exercice 10 :

=130 o1
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Exercice 11 :
f((xy))=(=x ;) f‘((x;y\): —-x ; -y
0 0
5
i I 3 0 10 s 5 1
5 5
—10l —10
SFallpavy) Viin £l J=TX) S T W
s s
| @9
1 5 3 0 -1 C 3 T
s e 5
10| —10l
fsl(x ) JElZ N By fol (v ) =(1.5x 15y
=
-1 - 3 1 -1 L5 h 1
5 5
- =10 - =10
fallx: \:;\T.\'—%y ; %x-ﬁ-%_r\ fsllxy))={=x+y ; 2x
o fal o
s s
-
/ T~
/
-1 =5 1
—1 L < e 1 -1 h 1
7
e
= N
s % 5
=10]
—10| =10

9) C'est une translation, pas une application linéaire, car I'image de I'origine n’est pas sur I'origine

ALS7

Exercice12:a)(3 —Z)b)(l 0) c)1(1 4) d)é(_m —20)

0 1 0 3/ 73\—4 11 36 33
1 0 -1
Exercicel3:a)M=|-1 1 0
0 -1 1
01 1 -1 1 1 1 0 -1
c)P:<1 0 1>,P—1=§<1 -1 1),M'=P—1MP=<—1 1 O)zM
11 0 1 1 -1 0 -1 1

1 0 0
Exercice14: b)M’' = (0 2 0) c)Ker(f) = L(es) Im(f) = L(ej;e3)
0 0 O
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