4MA1

Analyse

Analyse

Introduction :

Ce chapitre est la continuité de celui commencé en troisieme année. A 'aide des réflexes acquis en fin

d’année (régles de dérivation), nous allons définir I'opération inverse de la dérivée. Nous étudierons

ensuite un nouvel outil : les intégrales. |l sera possible de découvrir ses propriété qui sont importantes

dans le chapitre des probabilités.

Je suis prét !
Je connais

les formules
de dérivation.

Tres bien !
Nous allons apprendre
suivre de nouvelles

formules magiques !

Dans un deuxieme temps, nous aurons le plaisir de redécouvrir les fonctions exponentielle et logarithme

pour les étudier dans le contexte d’études de fonctions et dans le chapitre des probabilités.

Matériel :

* Monographique CRM n°25 : FUNDAMENTUM de mathématique ANALYSE
pour la théorie et les exercices en cours
*  Formulaires et tables CRM, pour les épreuves (et cours)

* Ce polycopié d'analyse

* Des séries d'analyse distribuées en cours

* Le polycopié d'analyse et les séries d'exercices de 3e
* Une calculatrice non programmable

* Monographie CRM n°27: Notions élémentaires

(pour les notions acquises en lere et 2eme)

JDM- Collége Voltaire

Notions
élémentaires



4MA1 Analyse

1. Introduction

Considérons une fonction f continue et positive sur [a; b], a < b.

But : Calculer, sur un intervalle [a; b], I'aire « sous une courbe donnée f », i.e. : I'aire délimitée par: f,

I’axe Ox et les droites verticales d’équationsx = a etx = b

lllustration : \A/

\ f

>

X

0

Pour une fonction de degré 1, il est facile de calculer I'aire sous la courbe entre deux bornes a l'aide de
géométrie élémentaire.

Exemple simple: Soit f(x) = x + 1 de Rdans R

I'aire sous f est :

At made i
2) [a;b] = [1;x] ou x est un nombre, arbitrairement choisi, supérieur a 1.
L’aire sous f, notée A(x), est :
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4MA1 Analyse

Cette fonction a permet donc de calculer I’aire sous f sur un intervalle quelconque ayant pour borne
inférieure 1.

Par exemple, I'aire sous f entre a et 100 vaut A(100), i.e. :

Remarques:

1) Dans cet exemple, il y a une relation entre f et A, a savoir :

Car:

2) Cetype de relation et une méthode générale permettant de calculer I'aire sous une courbe font
I'objet des paragraphes suivants.

Remarque:

La notion d'aire sous la courbe n'est pas une notion évidente.

. . L . (2 - .
Pour la fonction représentée ci-dessous, f(x) = sin (;) + 1, I'aire sous la courbe entre 0 et 1 existe-t-elle

vraiment ?

» Analyse Série 1 exercice 1 a 3
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4MA1 Analyse

2. Primitives

2.1 Fonction continue

But : Etant donné une fonction continue f, déterminer une fonction, notée F, dont la dérivée est f
i.e . : déterminer F telle que F'(x) = f(x) pour tout x € Dy.

Idée simple : utiliser « a I'envers » les théorémes de dérivation.
Exemples :

1) f(x) = x3 il faut déterminer F telle que F'(x) = x3  Thm de dérivation : (x®)' = nx™"1
i.e. : en dérivant une fonction puissance, le degré « descend » d’une unité, d’ou il faut choisir F
de degré 4.
Mais (x*)’ = 4x3 pour retrouver f il faut donc « compenser » le facteur 4 en multipliant par

son inverse 1/4.

Finalement : F(x) = ix“ ouF(x) = ix‘* +20uF(x) = ix‘* —15

En fait, je peux

2) f(x) = 2sin(x) il faut déterminer F telle que F'(x) = 2 sin(x) l :{?Q:ZZ?:;ZE:S?
Thm de dérivation : (af)’ = a(f)’;i.e.: a (ici 2) peut étre « sorti » @
Et: [cos(x)]' = —sin(x) donc [— cos(x)]’ = sin(x)

Finalement : F(x) = —2 cos(x) ou F(x) = —2 cos(x) — 3 ou ...

3) f(x) = x3+ 2sin(x)
il faut déterminer F telle que F'(x) = x3 + 2 sin(x) | a!
Thm de dérivation: (f+g)' =f' + g’ CPT)
i.e. : il est possible de traiter x3 et 2 sin(x) séparément. j %

Finalement : F(x) = ix“ —2cos(x)ouF(x) = ix“ —2cos(x)+8ou..

4) h(x) = cos(3x — 1) il faut déterminer H telle que H'(x) = cos(3x — 1)
Comme cos(3x — 1) est une fonction composée (i.e. : type g o f), il faut se référer au
Thm de dérivation (geo f)' = (g ' f) - f’
Comparons : cos(3x — 1) pour jouer le réle du terme g’(f(x))
Ona:g'(y) =cos(y)etf(x) =3x—1 Donc:g(y) =sin(y)etf'(x) =Bx—-1)' =3
Comme g'(f(x)) - f(x) = cos(3x — 1) - 3 et comme h(x) ne contient par (- 3), il faut
effectuer une « compensation » par l'inverse de 3, a savoir 1/3.

Donc: H(x) = é(g o fx) = ésin(3x —1DouH(X) = ésin(3x —1)—5ou..

5) h(x) = (x? +5)3 - 2x il faut déterminer H telle que H'(x) = (x? + 5)3 - 2x
comme (x2 + 5)3 est une fonction composée, le Thm de dérivation est (go f)' = (g’ o f) - f’
Comparons : (x% + 5)3 - 2x avec g’(f(x)) - f'(x)

Ona:g'(y) =y3etf(x) =x?>+5 Donc:g(y) = %y‘* et f'(x) = (x? +5) = 2x OK
Donc:H(x) = (go f)(x) = i(x2 +5)*+100uH(x) = %(x2 +5)*ou..
Vérification : H'(x) = i4(x2 +5)3x2+5) = (x?+5)3%2x = f(x)
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4MA1 Analyse

Définition :
Soit I un intervalle de R et soit f: I = R une fonction continue sur I.
Une primitive de f sur I est une fonction F telle que F'(x) = f(x) pour tout x de [

Notation :

Il ne faut pas
oublier de mettre
des parenthéses.
Les symboles sont
liés par multiplication.

Exemple ;

/($2 + l)da: =

Pour des raisons qui deviendront évidentes par la suite, une primitive de f sera aussi notée [ f(x)dx et
appelée intégrale indéfinie de f.

Exemples :
!
. fxzdx=§x3+c,C€Rcar(§x3+c) =x2+40=x?

o [(x*+1)dx=

Remarques:

1) de la définition, on déduit qu’une primitive est forcément dérivable sur I et donc continue sur I.
D'ou:
une primitive d’une fonction continue est elle-méme continue.

1 ’ ’ [
2) Certains théoremes de dérivation : (%) = —% ; (5) = fgg—zfg ; (fg) =f'g+ fg' sont

difficilement utilisables « a I'envers »
3) Des exemples 4) et 5) on peut tirer la « régle » suivante :

pour « primitiver » une fonction composée, il faut « primitiver » la fonction extérieure, puis
« compenser » la dérivée de la fonction intérieure, si nécessaire.
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4MA1 Analyse

Théoréme 1 : Deux primitives d'une méme fonction ne différent que d'une constante.

1) Si F(x) et G(x) sont deux primitives de f(x) sur [
Alors F(x) — G(x) est une fonction constante.

2) Si F(x) une primitive de f(x) sur un intervalle I et soit C une fonction constante.
Alors F(x) + C est une primitive de f(x).

Démonstration : F(x) est une primitive de f(x) signifie : F'(x) = f(x)

N)F-6)X)=F(x) -G x)=fx)—f(x)=0,Vxel
Comme la dérivée de F — G est la fonction nulle, selon un corollaire des accroissements
finis', F — G est une fonction constante.

2Q)[FxX)+Cl =F'(x)+C" = f(x)+ 0= f(x) & F(x) + C est une primitive de f(x) .

Conséquence pratique directe :

Pour déterminer toutes les primitives d’une fonction continue f, il suffit d’en déterminer une et de lui
ajouter une constante arbitraire.

Exemple : f(x) = 3x” d’ou: F(x) = %xg +cavecceR

Théoreme 2:ce R

a) Sif(x)=xMetm#1 Alors F(x) =ﬁxm+1+c
b) Sif(x)=x"1= i Alors F(x) = In(|x]) + ¢
c) ];(—(;C)) admet pour primitives F (x) = In(|f(x)|) + ¢

d) a-f admet pour primitives H(x) = (a - F) + ¢, a € R
e) f + g admet pour primitives H(x) = F + G + ¢

f) (gof)-f admet pour primitives H(x) = (Go f) + ¢
L)

5 er > Analyse Série 1 exercice 3 + 4
uel est ton souhait ?

! Corollaire 2 du TAF: Soit f: [a; b] — R une fonction continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[, (f satisfait aux
hypothéses du théoréme de Lagrange) et si: f'(x) = 0,Vx € ]a; b[ alors f est constante sur [a; b].
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Trois cas d'intégration pour les produits :

Cas 1 : Regrouper un produit sous une méme base a l'aide des propriétés des puissances

Exemple : [x -Vxdx = [x-x2dx = [x 2dx=fx2dx=ix2 te=cx2tc

2

1
fxmdx — _xm+1
m+1

342
xZ

dx =

Exemple : [~

Cas 2 : Composée de fonctions

Rappel de la formule de dérivation d'une fonction composée : (f(g(x)))’ = f'(g(x)) g’ (%)
donc: Uf'(g(x)) g’ (x)dx = f(g(x))‘

Exemple : [ x(x? — 1)*dx il faut identifier ici deux fonctions : une principale qui est dérivée mais en
gardant une fonction g a l'intérieur et une autre qui est la dérivée de la fonction g (& constante prés):

On choisit donc g(x) = x? — 1 et on remarque que sa dérivée serait g'(x) = 2x on remarque qu'il
manquerait donc la constante 2. On peut la rajouter :

J.x(x2 - 1D*dx = %f 2x(x? — 1)*dx

On identifie donc que la fonction f'(x) = x* donc on trouve rapidement : f(x) = éxS

on peut ensuite continuer a déterminer la primitive cherchée :

J.x(x2 — D*dx = %f 2x(x? — D*dx = %(% (x? — 1)5> +c

Astuce : Vérifier en dérivant :

(%(é (x? 1)5) + c) = %-%((xz —1)5) = %é 5(x% — 1%+ (2%) = x(x? — 1)}

comme on trouve |'énoncé de départ, on sait qu'on a trouvé la bonne primitive.

S
(90 = £ge> 5
;____/
La dérivée interne apparait !
Plyed = [P g
AN JT T
La dérivée interne disparait !

—
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Cas 3 : Intégration par partie :

Comme la méthode précédente, on part d'une formule de dérivation :

G- =f-g+f 9

On obtient alors :

Je-ar=[va+rar= ¢+ |09

Astuce: isoler un autre terme:

ff“g=ﬂg—ffﬂ’

Exemple : [ x - sin(x) dx = —xcos(x) + [ cos (x) dx = —xcos(x) + sin (x)
avec f'(x) = sin(x) donc f(x) = —cos (x)
etg(x) =xdoncg'(x) =1

Avantage de cette méthode : permet de faire "disparaitre" la partie ol I'on doit chercher la primitive d'un produit. I
faut chercher la primitive d'une fonction et la dérivée de I'autre. On prend donc la fonction polynémiale comme
fonction a dériver (elle "disparaitra” au bout du nombre de dérivation qu'il a de degré)

» Analyse Série 1 exercice 3et4& AS2ex1+9+ 10+ AS3 ex 10
Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Primitive

Une fonction F est une primitive d'une fonction f dans Uintervalle I si F'(x) = f(r) dans I,

Si F; et F, sont deux primitives de f sur I, alors F, = F} + ¢ ou ¢ est une constante.
On note [ f(z)dr = F(x) + ¢ une primitive quelconque de f.

f(z) F(z) f(@) F(z)
)
a ar ™ on AN
n+1
1 1 -1
= In|z| & .
x - (n=1)z-?
‘/; g-l'v"; 1 2./x
3 vz “¥
1 1 lni:—n: ax+b u_.r_ml—b«-l v "
@—a)z=b)|a-b |z-b| er+d ¢ 7 TR Ui
-l— i arctan f) ! - 1 ]
22 +a? a a z? - a? 2a "zt ul
Vod e In(z) z(In(z)-1)
x (" .
a @) log, (x) z( log,(x) — log,(e)) |
T '_'l_‘;(’” - 1)e** zIn(ax) %(an(:u') -1) ‘
sin(z) — cos(x) arcsin(z). | rarcsin(x) + V1 - 2?
cos(z) sin(z) arccos(r) | rarccos(z) — V1 —a?
tan(z) - In | cos(x) arctan(z) | rarctan(z) — -; In(1 + %) ‘
cot(z) In |sin(x)| arceot(z) | rarccot(r) + 5, In(1 + 2?)
sin®(z) 1(x = sin(x) cos(r)) BE;_(I) —cot(x)
cos?(z) %(J‘ + sin(r) cos(z)) &-:(—z) tan(x) ‘
1 1 — cos(x)
2 - —_—
tan®(z) tan(z) - r ) () [
1 1 + sin(x)
2 -0 r) — _—
cot?(x) cot(z) —x - o) o) |
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2.2 Fonction continue par morceaux et role de la constante ¢
Ce paragraphe sera trés important dans le chapitre des probabilités, avec la notion de fonction de
répartition pour les variables aléatoires continues.

Exemple 1:
Considérons f(x) = |x]|

f est continue sur R, mais d’une expression algébrique différente suivant que x soit positif ou négatif, a
savoir :

1, )
—x“+c,s5ix=0

1, ]
—Ex +cy ,six<0

x,six =0
—x,Six <0

f) = = F(x) =

F doit étre continue sur R, mais le seul probléme se pose pour x = 0 ; vérifions :

lim _lim 1 _» _ lim __ lim 1 - _
oot FOX) = 204 SXTta=o voo-Fe() = 20— — Xttt =0

Pour que la fonction soit continue, il faut que xlngr F(x) = xl_ifg_ F(x) doncquec; =c,

Notons:cqy = ¢y, = ¢

lim

Donc: %50

F(x) = c pour que F soit continue

F(0)=c ; comme ;l_rﬁ) F(x) = F(0) ; F est continue en 0.

1 .

Exz +c,six=>0
Conclusion : F.(x) = 1
—Ex2+c,six<0 S

A titre d’exemples, représentons graphiquement F, et F; ci-contre :

Constatation : la constante permet de translater le graphique.

Il reste a examiner le réle « algébrique » de la constante :

une fonction possede une « infinité de primitives, mais elle n’en posséde
gu’une qui passe par un point donné ; on la détermine en calculant la

valeur que doit prendre la constante.

Exemple : déterminer la primitive de la fonction définie par f(x) = |x|; qui passe par le point (4;5).

2
x—+cpourx20

Ona:F.(x) = sz
—7+cp0urx<0
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Exemple 2 :
1,six <0

Considérons maintenant une autre fonction: f(x) ={x,si0 < x < 2 al
2,Six>2

f est définie sur R et continue sur R*

Cherchons une primitive :

x+C,six <0
F(x) = %xz + C,,si 0 < x < 2 est un candidat.
2x + C3,s5ix > 2

Cette fonction F vérifie F'(x) = f(x) pour tout x sauf 0 et 2 selon les valeurs données aux constantes
Cll CZ et C3.

En effet, F n'est pas forcément continue en 0 ou en 2 et une fonction non continue est forcément non
dérivable. Cherchons a rendre F continue en 0 et en 2, donc sur R.

Pour cela, il faut : xljg_ F(x) = xl_i)rg+ F(x) et que xl_lf;l_ F(x) = xl_lgﬂr F(x)
Donc que : xl_i)rg_(x +C) = xl_ifg+ (%xz + Cz) et que xl_lf;l_ (%xz + Cz) = xl_lf; (2x + C3)
Donc que : Ci=0(, etque 2+C,=4+C;

F est continue sur RsiC; = Cy etsiC3 = —2 + (4

x+Cq, six <0

1 . . .
Finalement, F(x) = Exz + (4, si 0 < x < 2 est une fonction continue sur R. y
2x —2+4+Cq, six > 2

De plus, cette fonction vérifie F'(x) = f(x) sauf en x = 0 (F est en effet dérivable o
en 2)

Par exemple, en choisissant C; = 1, le graphe de F est le suivant : L4t

En choisissant C; = 5, nous obtiendrons une autre primitive de f. Son graphe sera  /weccs=s

identique a celui représenté ci-contre mais situé 4 unités plus haut. 2r
Remarque : Pour que notre candidat soit une primitive de f, il faut qu'il soit /
continu sur R. ) 10 I 2 3 4

Définition : Si f est une fonction continue par morceaux, On dit que F est une primitive de f sur [ si:

1) F est continue sur [
2) F'(x) = f(x) Vx € I sauf ceux en lesquels f est discontinue

> Analyse Série 2 & Livre Analyse p.96-97 ex 3.83 a 3.85
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3. Calcul intégral

3.1 Somme de Riemann?

But : Etant donné une fonction f continue et positive sur un intervalle [a; b], calculer I’ « aire sous f »
entre a et b.

lllustration :

Idée simple : approcher I’ « aire sous f », le plus finement possible, par une somme d’aires de
rectangles.

Démarche :

. R b-
1) Partager [a; b] en n intervalles de méme longueur : Ta = Ax

(dans l'illustrationn = )

2) Dans chaque intervalle noté [x;_1; xx] (k = 1; 2; 3; ...; n), choisir arbitrairement un nombre
noté §& (dans lillustration ke{1;2; ...; })

3) Dans chaque intervalle, remplacer f par la fonction constante x — f (&)
(donc sur [a; b], f est remplacée par une fonction « escalier » qui dépend de la maniére initiale

de partager [a; b] et du choix des nombres & ).

4) L’aire comprise entre cette fonction « escalier » et 'axe Ox vaut :

Ax - f(&) +Ax - f(&) + -+ Ax - (&)

Cette expression algébrique s’appelle une somme de Riemann,

se lit : « somme pour k compris entre 1 et n de

k=n
> Flaonx
k=1

et se note :

> CRM n°25, p. 169
JDM- Collége Voltaire 11
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Pour que la somme de Riemann approche le plus finement possible I’ « aire sous f », une condition est

nécessaire :

Le nombre d’intervalle du partage devienne de plus en plus grand,

i.e. : n augmente indéfiniment.

Conséquence :

La longueur de chaque intervalle du partage devient de plus en plus petite,

i.e.: (xy — xy_1 ) diminue toujours plus.

Passer a la limite ; I’ «aire sousf » correspondra alors a :

k=n

lim > f(§)Ax

Définitions :

1) si la limite ci-dessus existe dans R, f est appelée fonction intégrable sur l'intervalle [a; b].
A . L e s PP . b

2) la limite ci-dessus est alors appelée intégrale définie de f sur [a; b] et notée :fa fx)dx

i.e.:

b k=n
[ reax = 1im Y s ax
a k=1

Remarques :

1)

2)

3)

Il est possible de montrer que I'intégrale définie de f sur [a; b] est la méme quels que soient le
partage choisi de [a; b] et les nombres choisis a I'intérieur de chaque intervalle du partage.

En d’autres termes :

fff(x)dx ne dépend que de la fonction f et de I'intervalle [a; b]

. b . . .
La notation fa f (x)dx est une déformation de la somme de Riemann

> Fleonx
k=1

Les nombres a et b s’appellent les bornes d’intégration alors que x est la variable d’intégration.
La variable d’intégration peut changer :

fa " fods f 3y .

mais la notation fatf(l:)dt n’a pas de sens.

b . . b
fa f (x)dx est parfois simplement notée fa f.

a) Si f(x) = 0 sur [a; b] (comme illustrations p.7) alors f:f(x)dx correspond a I’ « aire sous f

entre a et b ».

JDM- Collége Voltaire 12




4MA1 Analyse

b) Si f(x) < 0 sur [a; b], alors fff(x)dx sera négative.

Il s'agit alors de I'aire algébrique.

. . . P b
Donc I'aire hachurée (ou aire géométrique) vaudra : — fa fx)dx

s b ]
Autrement dit : I'aire géométrique vaudra : fa |f(x)|dx. , b

c) Si f change de signe sur [a; b],
b A . .
alors fa f (x)dx peut étre positive (comme ci-contre)
ou négative (si la partie de f située sous I'axe Ox I'emporte)

L’aire hachurée ne vaudra donc ni f:f(x)dx ni — f:f(x)dx

p . P P . . . b
L’aire hachurée (ou aire géométrique) de l'illustration ci-contre vaut : — facf(x)dx + fc f(x)dx

o b
Autrement dit: |'aire géométrique vaut: fa |f (x)|dx .

L, . b o A
4) Si f n’est pas une fonction constante, calculer fa f (x)dx en utilisant la définition (page 8)
devient vite trés compliqué.
Le théoréme suivant, appelé théoréme fondamental du calcul intégral et que nous

démontrerons plus loin, permet un calcul plus simple :

b
J. f(x)dx = F(b) — F(a),ou F est une primitive de f.
a

Exemple : f13 xZdx =
Que trouve-t-on dans la table CRM ?
Intégrale de Riemann

On note f une fonction continue sur [a;b]. On choisit
une subdivision zg, 7. ..., z, de [a;b] (o = a, z, = b)
et & un nombre de l'intervalle [z;_;; z;]

/ f@)iz = Jim 3 f(6)Az,

Arj—0 §=]

ol Az, = z; — xi

JDM- Collége Voltaire
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Théoréme de Riemann :

Si f est une fonction continue sur l'intervalle fermé [a; b]

Alors f est intégrable sur [a; b]

Ce théoréme ne sera pas démontré dans ce cours.

Il nous assure I'existence de la limite fff(x)dx = limy,00 K1 (x — Xx—1) * f(&x) pour chaque

fonction continue sur l'intervalle fermé [a; b]

Reste a trouver le moyen de calculer une telle limite !

Propriétés de l'intégrale :
Soient f, g deux fonctions intégrables sur [a; b]et 1 € R, alors:

1) [0A-fdx = 2- [} f(x)dx

2) f;(f(x) + g(x))dx = fff(x)dx + ffg(x)dx I'intégrale d'une somme est égale & la somme des intégrales

3) f;(f(x) - g(x))dx = ff flx)dx — ff g(x)dx rintégrale d'une différence est égale a la différence des intégrales
4) [T fG)dx =0

5) J) fG0dx = — [ f(x)dx

6) f;f(x)dx = facf(x)dx + fcbf(x)dx ,Vx € [a; b]

7) Sif(x) = 0VEe [a;blalors f:f(x)dx >0

8) Sif(x) <0VE [a;blalors f:f(x)dx <0

9) Sif(x)=g(x)VE [a;blalors fff(x)dx > f:g(x)dx

Démonstrations et exemples :

1)Démonstration a l'aide de la définition de I'intégrale, de propriété des sommes et propriété des limites :

[7 A fedx =

lim

n —> o

k=n k=n k=n b
lim lim
;/’l.f(szk).Ax:n_)ool.[kz::lf(gk).Ax]:A.n_)m;f(gk)-Ax:/l-J.f(x)dx

lllustration : l'aire grise = 3 - l'aire hachurée
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4MA1 Analyse

2) Cette propriété semble évidente si I'on considére sa signification géométrique (f et g positives)

Illustration :

4y Jreg
l'aire sous la courbe f + l'aire sous la courbe g = £
l'aire sous la courbe f + g
b k=n a b >
[0+ gGa)ax = lim > (760 + g6 - ax
a k=1

k=n

= lim " f(6) Ax + g(§) - Ax
k=1

lim [Z F(6) - bx+ 2 9660 - 8]

llrroloz:f(fk) Ax + llm 2 g(&) - Ax
b

J.f(x)dx+fg(x)dx

a

3) Méme raisonnement qu'en 2)

4) L'aire est nulle puisque l'intervalle considéré est [a; a] qui est de longueur 0.

6)
b c b
f
ff(x)dx = ff(x)dx + ff(x)dx
/ /ff/,.’-f/???’/,.’--/? a a c
s
e
i ;X
a c b

7) et 8) voir remarques p.9

9) Cette propriété semble évidente si I'on considére sa signification géométrique (f positive)

Si f(x) = g(x) VE [a; b]alors f;f(x)dx > ffg(x)dx

» Analyse Série 3 exercices1a 6
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3.2 Théoreme de la moyenne et fondamental3

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que le calcul de l'intégrale devient immédiat lorsque nous
connaissons une primitive de la fonction f. Pour le démontrer, il nous faut un autre théoréme :

Théoréme de la moyenne : Si f est une fonction continue sur [a; b]

Alors il existe au moins un nombre ¢ € [a; b] tel que f;f(x)dx =f(c) - (b—a)

lllustration : Cela revient a remplacer l'aire sous f entre a et b par l'aire d'un rectangle de base ab et de
hauteur f(c)

flc) ﬁ// A

_____ e
i
4

;;;;;;;;;;;

L,
7
T A
4 . .
P )

aaaaaaaaaaaaaaaa

e >
A s

0 a c b X

Démonstration : b-a

» Analyse Série 3 exercices 7

Cas 1:Si f est une fonction constante, le théoréme est évident puisque I'aire sous la courbe entre a et b
est déja de la forme d'un rectangle.

Cas 2 :Si f est une fonction non constante.

Comme f est continue sur [a; b] fermé, le théoréme de la valeur intermédiaire® dit qu'il existe un
nombre u € [a; b] tel que f(u) = m (minimum sur [a; b]) et il existe un nombre v € [a; b] tel que
f(w) = M (maximum sur [a; b]).

On a donc pour tout x € [a; b] :

m< f(x) <M .
M=f{v) 1
Selon la propriété 9 de p. 12 :

b

fmdeff(x)defde

o

. b i , X
Puisque fa mdx correspond a l'aire sous la courbe 0 a u v b

m=flu) -

e
.

constante m entre a et b, cela revient a déterminer l'aire I'un rectangle de base b — a et de hauteur m.

On peut donc écrire : ff mdx =m-(b—a)

> CRM n°25, p. 171-172
4

Théoréme de la valeur intermédiaire (Bolzano-Weierstrass) : L'image d'un intervalle fermé
par une fonction continue est un intervalle fermé. C'est-a-dire : f ([a; b]) = [m; M]

JDM- Collége Voltaire 16
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On peut appliquer le méme raisonnement pour ff Mdx =M:-(b—a)
On peut alors écrire : m-(b—a) < f:f(x)dx <M-(b—-a)

1 b
:mSEfaf(x)deM

Donc — [’ f(x)dx € [m; M] = f([a; b])

M

k)'

Analyse

a

P . P 1 b . .
Donc selon le théoréme de la valeur intermédiaire, b—fa f(x)dx estl'image d'au moins un nombre ¢
—-a

de [a; b]

= 3c € [a; b] tel que f(c) = ﬁf;f(x)dx

= flc)(b—a)= f;f(x)dx pour au moins un point ¢ de [a; b]. CQFD

Que trouve-t-on dans la table CRM ?

Théoréme de la valeur intermédiaire

Une fonction continue sur un intervalle fermé [a ;:b] admet sur cet intervalle un maximum absolu,
un minimum absolu, et prend toutes les valeurs entre ces extremums.

Théoréme de la moyenne

On définit la valeur moyenne de f sur [a;b] par
1 b
w=im [ @

Si f est continue sur [a:b], alors il existe ¢ € Ja: b
tel que f(c) = p

Jusqu'ici, nous avons toujours considéré l'intégrale comme un nombre pouvant représenter |'aire d'une

surface entre deux bornes fixes a et b. Si maintenant nous considérons a comme une borne fixe et que

nous laissons prendre a b différentes valeurs, nous obtiendrons a chaque fois une aire différente qui

dépendra de la valeur que nous aurons attribuée a b.

En d'autres termes, si b devient une variable (que nous noterons x par la suite),
I'intégrale définit alors une fonction qui, a chaque valeur de x associe I'aire du
domaine sous f entre a et x.

Alx) = f;f(t)dt aire du domaine hachuré

. . X , .
Nous avions vu que la notation fa f(x)dx n'a pas de sens. Il est nécessaire de

distinguer la variable d'intégration t de la variable "borne d'intégration" x.

Exemple :

X

flx) = g,a =0,/J(x) = foxf(t)dt = %xf(x) = 72 = une primitive de f

JDM- Collége Voltaire
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Théoréeme fondamental du calcul intégral :
Soit f est une fonction continue sur un intervalle fermé [a; b]

Partie1:
Si A est la fonction définie par A(x) = f;f(t)dt ,Vx € [a; b],

alors A existe et est la primitive de f sur [a; b] qui s'annule en a.

Analyse

a

Partie 2 : X
Si F est une primitive de f sur [a; b],
alors [ f(©)dt = F(b) — F(a).
Démonstration : Partie 1 : Existence : par hyp f est continue donc intégrable sur [a; b]donc A existe
Avoir: A'(x) = f(x), Vx € [a; b] AV
] A -AX)
On fixe un nombre x, € [a, b] .
lim AG)=A(x) f(o) \ >
Axg) = 5, ————— Définition de la dérivée
0 XxX—Xg
o [P F©)dt— [0 F(6)de
= xIZZ Jo f®dt=J "1 ® Définition de A
0 X—Xg >
x X D
lim fx f®at
= Propriété des intégrales
0 X—Xg
= xIZZ =X TE) gpec ¢ € [x9; x] Théoréme de la moyenne
0 xX—Xp
= xlirzof(c) (x = xg) = (c = xp) et f continue par hypothése
= f(xo)
Comme x, est arbitrairement choisi, on peut généraliser et: A'(x) = f(x) Vx € [a; b]

Selon la définition de A4, on peut écrire: A(a) = faaf(t)dt

et selon la propriété 4 des intégrales, f;f(t)dt =0

Démonstration : Partie 2 : Nous avons vu qu'une fonction peut avoir une infinité de primitives, mais

qu'alors ces primitives ne different que d'une constante (exemple : f(x) = 2x a pour primitives

F(x) = x? et G(x) = x? + 5; on voit alors que G(x) = F(x) + 5).

D'apres la premiere partie du théoréme fondamental, 4 est une primitive de f. Donc, en appelant F une

autre primitive de f, nous pouvons affirmer que A et F ne difféerent que d'une constante. Nous pouvons

écrire : A(x) = F(x) + ¢ Vx € [a; b]

En particulier, pour x = a; A(a) = F(a) + ¢ donc0 =F(a) +¢ doncc = —F(a)

=0
Ainsi: A(x) = F(x) — F(a) Vx € [a; b]

En particulier, pour x = b: A(b) = F(b) — F(a)
Donc: f;f(x)dx =F()—F(a)

JDM- Collége Voltaire
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Exemples de calculs :

a) Lafonction représentée ci-contre est f(x) = x? — 4

3
F(x) = x? — 4x est une primitive de f.

Aire algébrique du domaine hachuré:

A= [} f(x)dx = [J(x* — 9)dx = F(3) — F(0) = -3
F(3) — F(0) se note usuellement [F(x)]3

Aire géométrique du domaine hachuré (superficie)

S =— fozf(x)dx + f23f(x)dx = —[F(x)]g + [F(x)]g = ?

L 1
b) La fonction ci-contre est f(x) = — sur R

F(x) = —%est une primitive de f

Aire du domaine sous f entrelett (t > 1)

A(®) = [ fG)dx = [F()l, = =7 +1

L'aire est inférieure a 1 quelque soit le nombre t > 1 et cette

aire tend vers 1 lorsque t tend vers l'infini. Un domaine illimité
peut avoir une aire finie !

L'aire de ce domaine infini peut se noter: flwf(x)dx

Que trouve-t-on dans la table CRM a la page ?

Théoréme fondamental du calcul intégral

Si F est une primitive de f sur [a;b], alors /If(r)dr = F(b) — F(a)

La fonction F telle que F(x) = / f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en a.

| Aire de la surface

b
A= / f(x)dx sif>0
| a 4
Centre de gravité de la surface

1 [t :
g 1 / zf(x)dr sif>0 Glzeiye)
1

» Analyse Série 4

Y =

I - .
2A i ; . B a b
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3.3 Aire d'une région située entre deux courbess

Soit f et g deux fonctions continues telles que f(x) = g(x) Vx € [a; b] et
D le domaine borné limité par les graphes de f et g et par les verticales
d'équationsx = aetx = b.

But: calculer I'aire A du domaine D.

Cas 1: Si g est positive sur [a; b], alors A = aire sous f — aire sous g

donc
b b b ‘ y=g(x)
>
a= [ fax— [ gear = (£ - g)ax ‘ A

Cas 2: Si g prend des valeurs négatives sur [a; b], on translate les graphes de f et de g vers le haut de

facon que le domaine D soit au dessus de |'axe Ox.

*‘v y=f(x) A,\' y=f(x)-m
/I;\ /\
| )

1» [
x |

9 b \Q=g(x)—m
/\»

y=g(x) a b «x

Soit m le minimum de g sur [a; b]. Comme g(x) = m, g(x) —m = 0 et la fonction g — m est positive
sur [a; b]. Comme I'aire d'une région n'est pas modifiée par translation, l'aire A de la région limitée par
f et g est la méme que celle de la région limitée par f — m et g — m. Ainsi:

b b
A= [ -m) - (g - myax = [ (£ - g)ax

Exemple : \R > /

s
o

Calculer I'aire entre f(x) = x2 + 2 et g(x) = x + 1 et les verticales d'équations \

x=1letx =3

3 3
1 1
A=f((x2+2)—(x+1))dx=f(xz—x+1)dx= §x3—5x2+x =3
1 1

» Analyse Série 4 exercices 6, 7, 11, 13, 19 a 22

> CRM n°25, Analyse, p. 176
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3.4 Aire et superficie

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a; b] et D le

domaine borné limité par le graphe de f, I'axe Ox et les

verticales d'équations x = a et x = b.

But : Calculer le volume V du solide engendré par la révolution de D autour de Ox.

Proposition: |/ =1 fab f2(x)dx

Démonstration :

* Découpons l'intervalle [a; b] en n intervalles [x;_q; X ] de méme longueur Ax,1 < k < n. Le
solide est alors partagé en n tranches.

* Soit my le minimum de f sur [x,_q; xi]. Le volume d'une tranche est compris entre celui d'un
cylindre de rayon my, et d'épaisseur Ax et celui d'un cylindre de rayon M.

2
* SiAx est assez petit, le volume d'une tranche est a peu prés égala - (f(fk)) Ax pour tout &,

de l'intervalle [xy_q; xk]- Il en résulte que le volume du solide est a peu prés égal a
n

PRAGCHNY:
k=1
* Enfaisant tendre n vers l'infini, on a, puisque la fonction an est continue sur l'intervalle [a; b],
n b b
V= o n-(f(&)) Ax = | m- f2(x)dx = ?(x)d
= S k x=|nwn-f()dx=n| f*(x)dx
k=1 a a
y
Exemple : Calcul du volume du solide de révolution engendré par la rotation autour 4

. . . . 1
de I'axe des x du domaine compris entre le graphique de la fonction f(x) = 2 et |

les droitesx = 0 et x = 2.

2 2 2 2
1 1, 1 . 2 Z
V=7Tf(—x> dx=nf(—x>dx=n[—x] =—m =209 o ! 2
2 4 12 o 3
0 0

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

‘ Aire latérale du corps

. l
' A;..e =2r / fl J’\\

Volume du corps l
1 b ‘ ‘ — e
[ Y = .T/ (f(x)) dx | A

| Centre de gravité du corps

e sl is
' ro ‘/‘J(f\.ll)4
V/. ’

ve=z2=0

L Sraliis

l—'-(f'(.r.l)"tlr sif>0

» Analyse Série 5 exercices 1a 9
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3.5 Intégrales impropres

Considérons une fonction f continue sur un intervalle [a; b[ mais non continue ou non définie en b.

. t . . . ,
L'intégrale fa f (x)dx existe donc pour chaque nombre t de l'intervalle [a; b[ mais pas forcément
lorsque t = b.

lim

Cependant, si .,

. - b
fatf(x)dx existe, on dit que l'intégrale converge et cette limite se note fa f(x)dx.

Nous parlons alors d'intégrale impropre.

Définition :
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b[ mais non continue ou non définie en b.

Si tl_i)Zl_ fatf(x)dx existe et est finie, alors on définit f:f(x)dx = tl_l;';'_ f;f(x)dx

Une définition analogue® existe pour les fonctions non continues ou non définies en a:

Définition :
Soit f une fonction continue sur l'intervalle ]a; b], mais non définie ou non continue en a.

sj Lm ftbf(x)dx existe et est finie, alors on définit f:f(x)dx = lim ftb f(x)dx

toat toat

Exemple : ' j‘y '
Soit la fonction f(x) = \/% qui n'est pas définie en 0. (ni sur R_)
Est-ce que l'intégrale f:f(x)dx converge ?

lim

t—-o

4 4
lim 1 lim 4 lim
freoas = T [ = J = Ty 62 -4
t t

L'intégrale converge. La superficie du domaine hachuré mesure 4 bien que ce domaine soit illimité.
» Analyse Série 5 exercices 10 a 12 & Livre Analyse p.186 ex 5.18
Remarque : il y a aussi une définition analogue pour b = o ou lorsque a = —oo

Exemple :

Soit la fonction f(x) = L

1+x2
o 1 _ lim 0 1 lim u 1 _
f—oo 1+x2 dx = t>—00Jt (14x2)dx + u-+00J0 (1+x2) dx =
lim lim _ s T _
o (arctan(0) — arctan(t)) + Uroo (arctan(u) — arctan(0)) = 0 — (_ E) o 0=m

® Voir CRM n°25, Analyse, p.174-175
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4. Fonction logarithme naturel et Fonction exponentielle

4.1 Préambule : formules utiles pour les exercices

Remarque : les formules présentées dans ce paragraphe seront démontrées dans la suite de ce chapitre.

'\l Deux dérivées importantes : Deux primitives importantes :
| ;I
.- f(x) f'(x) f(x) F(x)
In(x) 1 In|x|
x

exp(x) exp(x)

Exemples :

a) (n(x») =5==-

b) (er—l)l — 2323{—1

9 (n()) =
d) (ex2+x)’:

Exemples :

&) Jf 3 dx=3In()I§ = (n(e) (1) = ;1 - 0) =

1 2x 2

1

V2 jox g €72 el €0 el
f) J‘0 edx_zo_z 2 2
12
8 Jyradx=

h) f23 e3 dx =

» Analyse Série 6 exercices 1 a 4 & Monographie n°25 de la CRM, p.220-221 ex 6.1 d 6.3 et 6.5 et 6.8
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4.2 Théoréme de I'Hospital

Pour étudier les asymptotes verticales et horizontales des fonctions logarithme et exponentielle, nous

aurons besoin du théoréme de I’Hospital.

But : Obtenir un critére permettant de calculer aisément des limites de quotients dans des cas

. . . 0 oo
indéterminés tels que « 5P ou«—.
[ee]

. 4 3 2
. lim x*+3x°-3x°“-1
Exemple : Calculer .~ o) =

0.54

Méthode habituelle :
-0.5
Soit les fonctions f(x) = x* + 3x3 —3x% — 1,

g(x) =x—1etlepointa = 1. / !
lim f(x)

Pour calculer . Ty la méthode classique consiste a constater que f(1) = g(1) = 0 et donc, par un

théoréme de 2°, de factoriser chacun des polynémes par x — 1.

Il suffit alors de faire une division polynémiale et le tour est joué !

Or, une astuce consiste d faire intervenir la dérivée de f dans le calcul de la maniére suivante :

lim @_ lim %_Jﬂ(l)_
x->1gkx) x-1 g(x)—‘g(l)_g'(l)_
X —

qui est bien défini car g'(1) # 0.
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D’une maniére générale on a le résultat :

Théoréme de I'Hospital (« light ») :

* fetgsontdérivablesena

¢ f@)=g@=0 (
e g(@#0
lim 1G) _ fr@
alors e g T g@

Si vous ne testez
pas vos limites,

vous n'aurez pas
droit a 'Hospital !

lim 0 um FoE@ g
. lim _ lm X—a — . ’
Preuve: = 90— x-a —g(x;:z(a) J7(ay PUisque g (a)#0
Exemples :
9
lim x%+5x+6 2 lim 2x+5 1 1
a) AR ARy Xro - =
X-=2 x2-x-6 X—>=2 2x-1 -5 5
0
0 1
) lim In(x+1) ~ lim 31 _ lim 2\/X+1_2
X250 1—vx+1  x=0 1 7T x50 x41
x 2yx+1 x
Exercice :
x5-1
a) lim —
x=1 x7-1

b) lim 1—cos(sin (x)) _
x—0 sin (x) -

lim cos?(x)-1
x>0 x2+4sin2(x)

> Analyse Série 6 exercice 5 & Monographie n°25 de la CRM, p.222-223 ex 6.14
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4.3 Définition et propriétés du logarithme naturel

En 2e année, nous avons étudié les fonctions exponentielles et logarithme.

*

. g . R—->R . o . .
Nous avions défini la fonction exp,, : { ; qui est bijective sia € R} \ {1}. Nous avions ensuite
xX—a
défini la fonction logarithme log,: R} — R comme la réciproque de exp,
Dans ce paragraphe, nous allons procéder de maniére inverse en définissant une fonction logarithme (la

fonction logarithme naturel) a I'aide d'une intégrale. Cette fonction sera bijective. Elle permettra de
définir de maniere rigoureuse |'exponentielle comme réciproque et de démontrer des résultats.

Soit f:x —» x"de R} vers Retn € R

f est continue sur R, elle admet donc des primitives.

At

1
— t¢ de R} vers R avecc € R.

Si : on sait que les primitives de f sont de la forme x —
Si : que se passe-t-il ?

xn+1

+ ¢ n'est pas valable car la division par zéro est interdite.

1 x—1+1 XO
ldx= [ —de#t———+c="—+
J.X X J.x X 141 c 0 c

La primitive x »
n+1

1 . . . . .
Nous savons que f(x) = —est continue sur R* et que toute fonction continue sur un intervalle fermé
X

est intégrable. Donc il existe un intervalle (attention, R* n'est pas un intervalle!) sur lequel f est
intégrable. Et comme I'intégrale définit une primitive de f (d'aprés le théoreme fondamental du calcul

. . . 1 N . 1.
intégral), on sait que la fonction x - f;; dt de R} vers R, est la primitive de la fonction f: x +— —qui

s'annuleen x = a.

Parmi ces primitives, celle qui associe 1 a 0 (1 — 0) fait I'objet de la définition suivante :

Définition : On appelle fonction logarithme naturel la fonction (notée In):

In:x » In(x) = flx% dt de R% vers R

A qui est-ce que je donne I'addition ?

Pas du tout.

Je vois, vous étes féministe !

Helen est tout
naturellement un
logarithme népérien.
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4.4 Propriétés de la fonction In

Interprétation géométrique :

Nous pouvons "visualiser" cette fonction In, puisque si x € R, le réel In(x) est I'aire du domaine

e : 1, . .
délimité par la fonction t — o I'axe horizontal et les verticales passant par (1;0) et (x; 0):

Remarques:

e Si0<x<1alors

ln(x)=f1t% dt=—fxl% dt <0
>0 4

e Six> 1a|orsln(x)=f1x% dt >0

0 1 x : 9 x 1 .

x>1 = In(x)>0 0<x<l = In(x)<0

A partir de la définition, nous obtenons les propriétés suivantes pour la fonction In:

Propriété 1: Dy = R}

Le domaine de définition exclut donc zéro et toutes les valeurs de x < 0. De ce fait, il n'y a pas
d'ordonnée a l'origine.

Propriété 2:In(1) =0

Par définition de l'intégrale : In(1) = fll

1tdt=0.

La fonction In admet un zéroenx =1
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Propriété 3: (In(x))’ = 1 wxe R}

X

. o N 1
D'apres le théoréme fondamental, In(x) est une primitive de f(x) = - Vx€ R}

Propriété 4 : [n est une fonction continue et strictement croissante sur R}

Comme [n est dérivable sur R}, elle est continue sur R}.

Analyse

Sa dérivée (In(x))' ==>0 Vx € R} ce qui implique que In(x) est strictement croissante sur R7.

X

Remarque : Comme In(x) est continue et strictement croissante sur R, In(x) est négativesi0 < x < 1

et positive si x > 1. On peut donc construire le tableau de signes suivant :

X

0

1

In (x)

/

Propriété 5 : In(xy) = In(x) + In(y) Vx,y € R}

Preuve : Siy € R} (une constante), les fonctions F: x +— In(x) et G: x ~ In(xy) de R} vers Ront la

méme fonction dérivée, car:

X

1 1
F(x) =In(x) = f? dt et G(x) =In(xy) =F(xy) = f m dt

1

Donc

! 1 14 1
F(x)=; etG(x)=x

- . 1 cees
Comme Fet G sont primitives de la fonction x — o alors F et G ne différent que par une constante :

Gx)=F(x)+c,ceR

o In(xy) =In(x) +c,ceR

Pour déterminer la constante ¢, on pose x = 1 dans la derniére égalité. On obtient :

In(1y) = li@ +cen(y)=c
0

Conclusion : In(xy) = In(x) + In(y)

Propriété 6 : In(x?) = p-In(x) Vx e Ry et Vp € R

Preuve: (In(xP))' = xip(xp)’ = xip pxPl=p- i = (p-In(x))’

prop3+(gef) =g'(f)-f

JDM- Collége Voltaire
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Comme (In(xP))" = (p - In(x))’, cela signifie que In(xP) et p - In(x) ne different que d'une constante

In(xP) =p-In(x) +c,ce€R
Pour déterminer la constante, posons x = 1. On obtient :
In(1?) =p-In(1) +c¢
<0=p-0+c
©c=0
Donc:
In(xP) =p-In(x) +0

& In(xP) =p - In(x)

Propriété 7 : In (%) = —In(y) Vy € R}

Preuve:Posons§=y- =1 @ln(y-i) =In(1) = 0@1n(y)+1n($) = 0<:>ln(§) = —In(y)

<L m

prop2 prop5

Propriété 8 : In (g) =In(x) — In(y) Vx,y € R}

Preuve : Posons% =x- % =30 (?) =1In (x %) =In(x) +In (i) = In(x) — In (y)

f

prop 5 prop 7
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Propriété 9: "™ In(x) = o

X—00

Preuve : Nous allons raisonner a |I'aide d'un dessin:

W | —
=

v
»

1 2 3 4

1 . s J . 1 .
Nous savons que flx; dt représente l'aire définie entre 1 et x par la fonction f(t) = " et cette aire est

supérieure a celle définie par les rectangles dessinés sous la courbe, dont la base vaut toujours 1 et la

1
hauteur —.
n

Par exemple :

4
1 1 1 1 1 1 1 1 1
J.—dt>—+—+—d0ncf—dt >-t+-+-—-+-+-
t 4 t X
1

2 3 2 3 4
1
X x
lim 1dt> lim 1 lm (1+1+1+1+1+ +1>
x> Jt x—>00,2i_x—>0023456 x
1 i=

Pour calculer cette derniere somme, nous allons faire la comparaison entre cette somme et une autre
somme qui est plus petite, car on y a remplacé certaines fractions par d'autres plus petites

1+(1+1>+(1+1+1+1>+(1+ +1>+(1+ +1>+ >
2 \3°4/ " \5 6 7 8 \9 16/ \17 32

1+(1+1>+ 1+1+1+1 + 1+ +1 + 1+ +1 +
2 4 4 8 8 8 8 16 16 32 32
4 fois 8 fois 16 fois

. . L1 .

Et dans chacune des parentheses on remarque que I'on obtient chaque fois > et I'on pourra obtenir
1 . o

autant de fois S due I'on veut, car notre somme contient une infinité de termes. Donc notre somme est

. . R | . P
plus grande que celle qui correspond a une infinité de 5 et qui tend donc vers l'infini.

Remarque : la fonction In ne posséde donc pas d'asymptote horizontale.
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Propriété 10 : xl_")’ng In(x) = —o0
1
Preuve : Posons x = ;\
lim 11’1(.X') — lim In (l) — lim (_ ln( )) - _ lim ln( ) — —
x—-0% y—>00 y I y—00 y y—00 y
x> 0tey->w prop 7 prop des limites prop 9

Remarque : la fonction In posséde une asymptote verticaleenx = 0

Propriété 11:1In(e) = 1

Des propriétés 4),9) et 10), on peut déduire que [n est une bijection de R} dans R. Cela signifie que

chaque y € R posséde une unique préimage, x € R} .

En particulier, il existe un unique nombre réel, noté e, tel que In(e) = 1.
. T 1
e est la préimage de 1 par In, c'est-a-dire: In(e) = 1 ou fle? dt =1

e est un nombre irrationnel et e = 2,71828 ..., c'est le nombre d'Euler

Représentation graphique de la fonction In :

A part In(1), nous ne pouvons pour le moment calculer aucune image ! Mais, en connaissant les 2
limites, en sachant que la fonction est continue et strictement croissante sur R et en utilisant le fait

4 1 na H H n
gue la pente de la tangente est donnée par— (donc la courbe "s'aplatit rapidement"), nous pouvons

esquisser la représentation graphique de la fonction In:

w

N

ln/

[

W

W
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4.5 Fonction exponentielle : définition et propriétés

4.5.1 Définition
Nous voulons considérer la réciproque’ de la fonction In. Pour cela, il faut tout d'abord montrer que
cette réciproque existe, donc que In est une fonction bijective de R} vers R.

* Lafonction In est définie sur R}

lim _ lim
roo+ In(x) = —o et T

élément de R a au moins une préimage par In dans R} (surjectivité)

* Nous savons que In(x) = . Comme In est continue sur R7, chaque

* Chaque préimage est unique (injectivité). Dans le cas contraire, il existerait deux nombres x; et
X, distincts ayant la méme image ; on aurait, par exemple, x; < x, et In(x;) = In(x,). Mais
ceci n'est pas possible, car nous savons que In est strictement croissante sur R, par

conséquent : x; < x;, = In(xy) < In(x,)

En conclusion : La fonction [n est bijective de R’ vers R. Nous pouvons donc définir une fonction

réciproque de In, que nous noterons exp:

Définition :
La fonction exp  est la réciproque de la fonction In
Autrement dit: y = In(x) © x = exp(y) Vx € R} et Vy € R
On peut aussi écrire : In(exp(y)) = yet exp(In(x)) =x Vx e R} et Vy €R
Représentation graphique : , exp i
A partir de cette définition, nous pouvons donner une représentation 5 / ~ .
graphique de la fonction exp : 4 / -
4
Remarque : La fonction exp est une fonction bijective de R vers R} A L7 In
, p
car elle est la réciproque de la fonction bijective In de R} vers R. S .’ ,/'/
l—/ 4 %
B P -‘,/
’ Rappels : e [
* Soit f: A —» B une fonction f
f est bijective © Vy € B3 ununique x € Atel quey = f(x) A o B
® Soit f: A — B une fonction bijective
Tf:B > Aesttelleque "f(y)=xo f(x)=yVxe€eAdetVy€EB
Tf est appelée la fonction réciproque de la fonction f Tt

* f admet une fonction réciproque de B vers A & f est une fonction bijective de A vers B.

La fonction réciproque d'une bijection est aussi bijective.

* Dansun repéere orthonormé, les graphiques d'une fonction f et de sa réciproque 7 f présentent une

symétrie par rapport a la droite i(x) = x
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4.6 Propriétés de la fonction exp

A partir de cette définition, nous pouvons obtenir les propriétés suivantes de la fonction exp :

Propriété 1: Df = Ret exp(R) = R}

Car exp est la réciproque de la fonction In qui est bijective de R} vers R.

La fonction exp n'admet pas de zéro.

Propriété 2 : exp(0) = 1 (ordonnée a I'origine)

Onaexp(In(x)) = x doncen posant x = 1 on a: exp (ln(l)) =1
=0

Propriété 3:exp(1) = e

On a exp(In(x)) = x donc en posant x = e on a: exp (ln(e)) =e
=1

Propriété 4 : La fonction exp est dérivable et Vx € R, (exp(x))’ = exp(x)

Ona:lIn(exp(x)) = x

Dérivons I'égalité (puisque deux fonctions égales ont la méme dérivée):

(In(exp()))’ = (x) r Py

(exp(x))’ =1 & (exp(x))’ = exp(x)
Dérivée d'une fonction composée

Remarque : Puisque Vx € R, (exp(x))’ = exp(x), la fonction exp est
primitive d'elle-méme sur R.

' loimerals
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Propriété 5 : La fonction exp est continue et strictement croissante sur R

exp est continue sur R car dérivable sur R

Elle est strictement croissante sur R car sa dérivée (exp(x))’ = exp(x) > 0Vx € R

Remarque: Comme exp est continue et strictement croissante sur R, exp est {

Propriété 6 : exp(x;) exp(x,) = exp(x; + x3),Vxy, x, € R

Preuve :
In(exp(x;) exp(x,))

= In(exp(x;)) +In(exp(x,))

prop In
= X1 + Xo
déf réc‘.{;)roque
= In(exp(xq + x32))
déf régfproque

Donc :

In(exp(x1) exp(x2)) = In(exp(x; + x2))
Comme [n bijective doncIn(x) = In(y) > x =y

& exp(x;) exp(xz) = exp(x; + x)

Propriété 7: exp(—x) = $ vVx €R

Preuve :

n (expl(x)>

et
déf réciproque

= In(exp(—x))

déf réciproque

Donc : ln( ) = In(exp(—x))

exp(x)

Comme [n bijective (In(x) = In(y) = x = y)

exp(x) = exp(=x)
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cen s exp(xq)
Propriété 8: ——— = exp(x; — x Vx{,x, ER
P exp(xy) p(x; 2) 1, X2
.oexp(xg) _ . 1
Preuve : p exp(xq) po—o

exp(x1) - exp(—x3)
7

Sl

pr

exp(x1 + (—xz))
6

Sl

pr

= exp(x; — x)

Propriété 9: (exp(x))" =exp(nx) VxeR,vVvneR

Preuve : In ([exp(x)]™) n - In(exp(x)) = nx = In(exp(nx))

(o)
prop ln déf réciproque déf réciproque

Donc

In([exp(x)]™) = In(exp(nx)) A
\.} l
Comme [n bijective (In(x) = In(y) = x = y):
g )
.
=S

& [exp(x)]" = exp(nx)

lim
X—00

Propriété 10 : exp(x) = o

car ™ In(x) = o o oQ)

- lim Cl' E)
Propriété 11: "™ exp(x) =0
y
car 0 In(x) = —oo

|Propriété 12: exp(x) =e* Vx € ]R|

Onavuqueexp(0) =1letexp(l) =e
Soitn € N*, ona:exp(n) =exp(n-1) = [exp(1)]* =e™

1 1P —
=2 —g P =gn
exp(p) e

Soitm € Z*, ona: exp(n) exp(—p) =

“
x=

-p

Pour x € R, on admettra sans démonstration que: exp(x) = e* Vx € R

» Analyse Série 6 exercices 6 a 9 & Analyse Série 7 & Monographie n°25 de CRM p.223 ex 6.16 et 6.17
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