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Equations différentielles Série 3

Exercice 1 :

Prouvez que les équations suivantes sont homogenes, puis résolvez-les :

Nx+y—xy'=0 ) (y—x)y'=y+x
2) (x+y)dx+xdy =0 5%) (21/xy — x)dy +ydx =0
3)x%y" =y*

Exercice 2* :

1) Résolvez I'équation différentielle suivante en la transformant en équation
homogene :

By—-7x+7)dx— Bx—7y—3)dy =0
2) On considere I'’équation différentielle suivante :

_2x+y-—-1
C4x+2y+5

!

y

a) Prouver que la substitution utilisée auparavant ne marche pas.

b) Montrer que I'on peut ramener cette équation a une équation a
variables séparables en posant 2x +y = z

c) Résolvez cette équation différentielle et donner votre réponse sous
forme implicite.

Exercice 3 :
Résolvez les équations différentielles linéaires du premier ordre suivantes :

1) y' cos(x) + ysin(x) = 1 6%) y' _% _ _nzfn++11)
’ — =X
2y’ ty=e 7%) (1 + x2y" + 2xy = 2x
32y' -~y =6 8%)y' + 2xy = xe™™**
’ 2y
Ay —o5= (x +1)7 9*) y' —y = cos(x) — sin(x)

1 * *
5)y’—a-%=% ,XERE, a€eN

Exercice 4 :
Soit I'équation différentielle y' = 3y + e%*
Déterminer la solution qui contient le point (0; 4)
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Exercice 5 :
(un cas particulier d’équation différentielle linéaire d’ordre 1)

Il est possible de déterminer la solution générale de I'’équation différentielle linéaire a
coefficients constants y' + ay = b en lui appliquant la méthode de la séparation des
variables.

Effectuer cette résolution puis comparer la solution obtenue avec celle donnée par la
formule du cours.

Exercice 6 :

On considére I'équation différentielle y' — xy = x
1) C’est une équation linéaire, la résoudre en tant que telle.
2) Résoudre cette méme équation par séparation des variables.
3) Comparer les deux résultats

Exercice 7 :

Résoudre I'équation xy' = x — y
On supposera ici que x est positif.

Exercice 8 :

Lors de la désintégration d’un corps radioactif, la vitesse de désintégration a I'instant t est
proportionnelle d’un facteur - k (ol k est positif) a la masse de ce corps a l'instant t.
Soit my = m(0) la masse initiale de ce corps.

1) Etablir I’équation différentielle et la résoudre. Attention au signe du facteur k !)

2) On appelle période de I’élément radioactif le temps T au bout duquel la moitié de la
masse du corps radioactif e été désintégrée.
Pour le carbone 14, la constante de proportionnalité k = 1,2097 - 10™* quant t est
évalué en années.
Déterminer la période du carbone 14.

3) Le carbone 14 est renouvelé constamment chez les étre vivants mais, a la mort de
ceux-ci, cette production cesse et le carbone 14 présent dans I'organisme se
désintégre. Des archéologues ont trouvé des fragments d’os dont la teneur en
carbone 14 est de 70% de celle d’'un fragment actuel de méme masse, pris pour
témoin.

Calculer I'adge de ces fragments.
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Exercice 9 :
Résoudre les équations suivantes.
1) y'=0 , X
2) y+2x=0 1+x°
3) y'=sin(x)cos(x) . ox-1
) 6) y=——
4) y' = X+1
1+ x?
Exercice 10 :

(Equations a variables séparables)
Résoudre les équations suivantes.
1) y'sin(x) = ycos(x)
2) y*+(x+1)y'=0
3) xy'—ky=0, keR’

4) ¥ =2x/1-y?

5) X’y'+y=3

6) (x2—4)y'=2y
7) yy'=x

8) y-xe?V=0

9) x’y'=cos’(y)
10) y=In(y")

Exercice 11 : (Equations homogénes)

Résoudre les équations suivantes.
1) xy'=x-y
2) XYY =X +y
3) (By+x)=(y+3x)y’
4) (X*-y?)y =2xy

Exercice 12 : (Equations linéaires)
Résoudre les équations suivantes.

1) Xy +y=1

2) y'-x'=xy

3) Y +2y=2x"-4x+5

4) y'sin(x)—ycos(x) = cot(x)

5 (x+1) y’—2y:(x+1)3

6) xy'—ny=x""e¢*, nezZ"
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7) (1-X°)y +2xy =1+x*
8) y+y=x°

9) y—ay=e", abeR
10) xy' -2y = x%*

11) xy' —y =(x—1)€"

12) xy'—y =In(x)
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Exercice 13 : (Equations avec conditions initiales)
Résoudre les équations suivantes.

1) xy'—2y=2-x et y(0,5)=0

EDS3

2) 2xy'+y=1 et y(1)=2
T

3) Xxy'+y=xcos(x) et y(Ej =1

4) y' =y+3x+2 et y(0)=-3
5 y+y=e”* et y(0)=0

, 2
6) Xy +3y=—; et y(-1)=-3
Exercice 14 :

Résoudre les équations suivantes.
1) V1-xy =1y

3
2) x2y'=xy+y—
X

3) X’y -y+4=0
4) (1—x2)y’+xy:4x
5) xy'—2y=x°

6) (1+x)y +y=1+In(x+1)

7) xzy':(x2—4)\/1—7
8) Yy + ytan(x)=cos’(x)
9) xy'+y=2x

10) y'=xy

11) X*y' +y=x"+x

12) y' +2xy =1+ 2%
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Solutions Equations différentielles Série 3

Exercice 1 :
1) vy =x(ln|x| +¢) 4) 2xy+x?>—y?=ketk€eR
) y=5_1y _VE
y_xx 2 5) y=ke Vy
3) y=1—kx
Exercice 3 :

1) y =k|cos(x)| + sin(x) et k € R

4) y=k(x+1)?+7(x +1)*

S )i
Exercice 4 : Exercice 6 :
y=—e +5x% y(x) = cexz_2 -1
Exercice 5 ) » Exercice 7 : o
y(x)=5+ce y(x)=;+§
Exercice 8 :

1) m'(t) = —km(t)
2) T=5730ans
3) environ 2948 ans

Exercice 9 :
1) Yy=a, axeR
2) y=a-x*, aeR

3) y:%Sinz(x)+a, aeR

4) y=arctan(X)+a, aeR

5 y=v1+X*+a, 2R

6) y=x—|n(x+1)2+a, aeR

Exercice 10
1) y=asin(x), aeR
1
2) y=——, R
N e

3) y=ax*, aeR
4) y=sin(xz+a), aeR

5) y=3+ae%, aeR

6) Y=« , xeR
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7) y=Vx’+a ou y=—X"+a,
aeR

2

8) y=In

1
a+—X
2

,aeR

9) y:arctan(a—éj, aeR

J,aeR

10) y = In[—

Xx—a
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Exercice 11
1) y:X2+05 3) (y—X)2=a(y+X) ou y=x%x
2X 4) X*+y’-ay=00uy=0
2) y:x-~3fln|ax|3
Exercice 12
1) y=1l+aee', aeR 8) y=x’-2x+2+ae*, aeR
2) y:—X2—2+aeé,aeR 9) y=(x+a)e” Si a=b
3) y=x*-3x+4+ae®, R y:aeax+ebX(b_a)‘1 si azb’

4) y=asin(x)— ceR

1
_ a
2sin(x)
5) y=(x+a)(x+1)2,aeR
6) y:X”(eX+a),aeR
7) y:x+a(x2—1),aeR

aeR

10) y:xz(ex+a), aeR

11) y=ax+e*, aeR
12) y=ax-In(x)-1, aeR

Exercice 13
1) y=2x"+x-1 4) y=2e"-3x-5
1 5) y=xe”
2) y=1+—
Jx 6) _4-x
3) y:xsm(x)+cos(x) e
X
Exercice 14
1)y =xcos(er) +\1- X sin(a), ) y:sin(x+ﬂ+aj,aeR
aeR X
_ 8 =cos(X)(a+sin(x)), aeR
» yox L er ) y=cos()(a-+sin(x)
In(ax) 9 y=x+Z, aeR
X

3) y:ae‘%+4, aeR

4) y:aﬂﬂl—xz‘+4, aeR

5 y=x*+ax’, aeR

(24
= 1)+—— R
6) y=In(x+ )+x+1' ae
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10) y:ae%, aeR

11) y:x+ae%, aeR

12) y=x+ae™ , aeR
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