4Ma?2

Les nombres complexes?

Le lien entre algebre, géométrie et analyse

Des quantités "imaginaires" (nombres complexes) sont apparues en mathématiques au 16e

siécle dans I'étude des équations de degrés 3 et 4.

Nous verrons en exercice que les méthodes de résolution utilisées a cette époque par les
grands mathématiciens italiens (Scipione Del Ferro, Antonio Maria Fiore, Niccolo Tartaglia,
Girolamo Cardano ...) permettent de calculer des solutions réelles par le biais de calculs
faisant intervenir des racines carrées de nombres négatifs.

On parlait alors, vers 1535, de "méthodes secréetes".

(Le but était de remporter des concours ou défis scientifiques.)

Ce n'est qu'au 19e siécle, donc trois siécles plus tard, que ces quantités imaginaires ont
obtenu le statut de nombres et que toutes les ambiguités liées a leur usage ont été levées.
Une date a relever : en 1777, Léonhard Euler propose le symbole i pour noter ces quantités

imaginaires.

Dans ce domaine aussi, il aura été trés productif.
L'approche des nombres complexes décrite dans ce document n'est pas une approche

historique mais elle a I'avantage de s’intégrer plus logiquement aux notions vues jusqu’ici.

Pourquoi ne
peut-on pas

étre ensemble ?
C'est complexe !

! Les références de ce cours sont ceux des cours de T. Zwahlen, et J.-M. Bacchiocchi.
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CAHIER N 3 COMMISSION ROMANDE DE MATHEMATIQUE

Cahier de la CRM

0. Idée toute simple :

Jusqu’a présent, nous avons vu que |’écriture v—4 ne correspond a aucun nombre réel.

Si I'on applique les propriétés des racines, il vient :

V=E = J&(=1) = VAV=T = 29=1

‘ v —1 n’est pas un nombre réel, mais est un nombre appelé complexe, noté : i

Dans I’ensemble des nombres complexes, noté C, on a donc : vV—4 = 2i.
Les nombres complexes n’était pas évident a imaginer, nous allons voir comment ils ont été
construits, comment nous pouvons les représenter ainsi que leurs propriétés.

(;i'almerals valoir plus) ('J'aimerais étre rati@
%) J'aimerais
étre pair
7 %
J'aimerais étre entier !

L

Nous sommes
tous complexes !

2%

J'aimerais étre positif'!
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4Ma?2

1. Ensemble des nombres complexes :

‘ Rappel : R? = {(x; y)| x € Ret y € R)}; les éléments de R? sont des couples. ‘

Opération connue sur R? ;

‘ L’addition de deux couples, définie par: (a; b) + (c;d) = (a+ ¢c; b + d) ‘

Exemple: (2;-1)+ (4;1) = (6;0)

Propriétés de I'addition : pour tous les couples t,u et w de R?, ona:
e Associativité: (t +u) +w =t + (u+w)
e Commutativité:z+u=u+t
e Elémentneutre:n = (0;0),cart+n=t¢t
e Opposé du couple : t = (a; b) est (—a; —b) =: —t, vérifiant: t + (—t) = n

Nouvelle opération sur R? la multiplication de deux couples.

La multiplication de deux couples, définie par: (a; b) - (c;d) = (ac — bd; ad + bc)

Exemples: (1;2) - (=3;4) =
(=3;4)-(1;2)
(a;b) - (1;0) =

Propriétés de la multiplication : pour tous les couples t,u et w de R?, ona:
e Associativité: (t-u) - w=t-(u-w)
e Commutativité:t-u=u-t

e Elémentneutre:n = (1;0),cart-n=t

a b 1 . g 1
e Inverse ducouplet = (a; b est( » )::_ vert Lant:t'(—)=n
erse du couple (a; b) aZ+b2’  g24p? t’ f L

(P — (A 1_(3._2
Exemple.5|t—(a,b)—(6,8)a|orst—(50, 25)

Relation entre addition et multiplication : la multiplication est distributive par rapport a
I’addition :

t-(u+v)=t-u+t-v

Définition de la soustraction : on ajoute 'opposé : t —u =t + (—u) ‘

Exemple: (2;1) — (4;,-2) =(2;1) + (—4;2) = (—2;3)

s L e . e . T . t 1
Définition de la division : on multiplie par I'inverse : _= t- -

B2 _ gy, 1
(—4;3)_( ;2) (-43)

Exemple :
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4Ma?2 C

Lien entre les couples de la forme (a; 0) et R :
Prenons deux couples du type (...;0) : (a; 0) et (b; 0)

Leur somme vaut : (a; 0) + (b;0) = (a+ b;0+ 0) = (a + b; 0)
Leur produit vaut : (a;0) - (b;0) =(a-b—0-0;a-0+0-b) = (a-b;0)

La somme et le produit de deux couples correspondant a la somme et au produit des
premiéres coordonnées, on peut identifier 'ensemble des couples de la forme (a; 0) a R.

On pose alors :

(a;0)=a
En particulier :
(0;0)=0
(1;,0)=1

Le nombrei :
Ona:(0;1)-(0;1)=(0-0-1-1;0-14+1-0)=(-1,0)=-1

(0; 1% =-1

Le couple : (0; 1) est appelé i

On écrit :
i?=-1

Tu vis dans un
monde imaginaire !

Ecriture des couples de la forme (0; b) :

Ona:(h;0)-(0;1)=((h-0-0-1;b-1+0-0) =(0;b)
Donc:

\ (0;b) =b-i \

Ecriture d’un couple quelconque et définition d’'un nombre complexe :

‘ (a;b) =(a;0)+ (0;b) = a+ bi ‘

On appelle nombre complexe tout nombre zde laformez=a+ bioua € R,b € Reti
est tel que i = —1

a s’appelle la partie réelle du nombre complexe z et est noté : a = Re(z)

b s’appelle |a partie imaginaire du nombre complexe z et est noté : b = Im(z)
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4Ma2 C

Vocabulaire :
e L'écriture a + ib est appelée forme cartésienne de z.
e SiRe(z) =0, alors z = ib est appelé imaginaire pur.
e SiIm(z) =0, alors z = a est un nombre réel
e On en déduit donc que R est un sous-ensemble de C = {a + ib|a,b € R}

Les nombres complexes (C
R 3i
Les nombres réels
z
Les nombres rationnels 5 n
v2 2
—12 / Les nombres entiers 5
30 -2
. V3
0.6 5
s
e
Z Q
I=
2-5i es

Cet ensemble est muni d'une addition et d'une multiplication.

Ces deux opérations jouissent des mémes propriétés que dans R (commutativité,
associativité, distributivité, ...).

La nouveauté est |'utilisation du nombre i, nombre dont le carré est - 1.

Exemples de calculs :

1) 2+3i)+(4+5i)=6+8i
2) 2+430)(4+5i)=8+22i+15i> =8+ 22i—15= -7+ 22i,car i®* = —1
3) 1+i)?2=14+2i+i*=2i

Remarques :

1) Deux nombres complexesz = a + ib etw = ¢ + id sont égaux s’ils ont des parties
réelles et imaginaires égales: z=w & a=cetb =d

2) Contrairement aux réels, les complexes ne peuvent pas étre classés par ordre de
grandeur.

. . 1 . s .
3) Llinverse de 2 + 3i peut se noter T3 Mais cette écriture n’est pas une forme
- . . 1 2 3. L.

cartésienne. La forme cartésienne de Toai est PR (a vérifier dans la série 1)

Que peut-étre trouver dans la table CRM ?

Nombres complexes C ={z=a+bi|la, b€ Reti?=—1}

» NCS1
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Représentation cartésienne d’un nombre complexe :

Le nombre complexe z = a + bi est repsésenté dans un repére orthonormé par le couple
(a; b)
Im

A
o) ——

a-+bi

A chaque complexe z nous pouvons donc associer un couple de réels, (a; b) qui peut se
représenter par un point P du plan.
Nous obtenons ainsi une bijection de C vers R?.

P est I'image de z et z est appelé I'affixe du point P.

~iR

b =Im(z) P

vz

a=Re(z)

Utilisé de cette facon, le plan est appelé « plan complexe ». L’axe horizontal est I'axe réel,
I’axe vertical est I'axe imaginaire (noté iR).

Cette représentation des nombres complexes date de 1833. Elle est due a William Rowan
Hamilton (1805, Dublin — 1865, Dublin)

Remarque :

Cette représentation permet de mieux comprendre pourquoi les nombres complexes ne
peuvent pas étre ordonnés. (Classés par ordre de grandeur)

Tu viens ?

tu complexes 7 a
viens dans C !

Ay
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2. Module d’'un nombre complexe :

Définition : On appelle module du nombre complexe z = a + bi et on note |z|, le nombre

réel : Va? + b?, c’est-a-dire :
|z| =+ a? + b?

Exemples :
o |3—-4i|=
o |i|l=
e 2] =

Interprétation géométrique du module :

Le module de z représente donc

A et le module :
|| # |2|
Im z 0%
>
Rez =
Propriétés :
1)|z| =0 ©z=0
2) |Az| = |A] - |z|, ol A est un nombre réel
3) |z; - z,| = |z4| - | 23] le module d’un produit vaut le produit des modules
4) z—l = % le module d’un quotient vaut le quotient des modules
2 2
donc |1| =L
z |z]
Remarques :

e Sideux nombres complexes ont le méme module, alors ils sont situés sur un méme
cercle de centre = et dont le rayon est le module en question.

e Engénéral, le module d’'une somme de deux nombres complexes ne vaut pas la
somme des modules. Exemple :

e Le module dans C posséde les mémes propriétés que la valeur absolue dans R.

JDM- Collége Voltaire 7

Ne pas confondre
la valeur absolue



4Ma?2

3. Conjugué d’un nombre complexe

Définition : On appelle conjugué du nombre complexe z = a + bi, et on note Z le nombre
complexe a — bi, c’est-a-dire :

Z=a— bi

Exemples :
Alm
e z=2+41i Z= Iy z=x+iy
o 7=—| Z =
o z=2 Z = r
\d Re
. >
Interprétation géométrique du conjugué :
iy Z=x-iy
Propriétés :
1)z=12z le conjugué du conjugué vaut le nombre initial
)z, +z, =21+ 7, le conjugué d’une somme vaut la somme des conjugués
3)zy — z, = Zz; — 7, le conjugué d’une différence vaut la différence des conjugués
1 2 1 2
47, 2, =27 7, le conjugué d’un produit vaut le produit des conjugués
z Z1 . , . . . .
5 (2)==2 le conjugué d’un quotient vaut le quotient des conjugués
Zy Zy
6)|z| =Vzz = |Z| = |—z| lien entre nombre complexe, module et conjugué
donc zZ = |z|?
Conséquence :
1 =z Z ] 1 a—ib
—=—=— ou alors : — =
z zz |z|? a+ib a?+ b?
1 2-3i 2 3.
Exemple : — = =———i
2+3i 13 13 13
» NCS2exlaéb
Que peut-on trouver dans la table CRM ?
Conjugué
J'en ai marre d'étre
Le conjugué de z est 7 =a — bi = rcis(—p) = re . délaissé a cause de mon
imaginaire négatif !
- = -— — = = 21 i = | ~|2
1t 2=711t7% 217 =71 %o (:2)— = 2Z = |2
Re(2) =3(247%) | Im(2) = 5(2 — %) Z=1z r:ﬁz
ad Tu as raison !

Barrons-nous
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4. Résolution d’une équation de degré 1
Considérons I’équation : z(2 + 3i) + (5 +i) = 3z — 2i

Il est possible de procéder comme dans R pour la résolution de cette équation.
(c’est-a-dire isoler I'inconnue a I'aide des quatre opérations uniquement.)

z2+3i))+(+i)=3z—2i
©z(2+3i)—3z=—-(5+1i)—2i

©z(-1+3i)=-5-3i

L, _ 53
= 1 ¥3i
P S |
z=( i) 10

= Z=

5+15i 3i—-9
= +

10 10
or=—24
zZ = 5 5l
s={-5+31

Remarque : une équation faisant intervenir I'inconnue z est son conjugué Z n’est pas une
équation polynoémiale. (Il y a plus qu’une inconnue)
Pour les résoudre, il faut décomposer I'inconnue z en x + iy.

Exemple:z+2z2=1—1i
S x+iy)+2x—iy)=1—-1i

o3x—iy=1-—1

o3 x=1lety=1
s=f+il

> NCS2ex7
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5. Regles de calcul dans C et racine carrée d’'un nombre complexe

La distributivité, valable dans R, reste valable dans C, & condition de remplacer i? par —1.
Exemples :
(2-3i)(5+4i) =

(2-3i)3 =
1+2i
2—i

Racines carrées d’'un nombre complexe :

Nous ne parlons pas ici de la « fonction racine carrée » dont le symbole estv .
Ce que nous appelons racine de z est un nombre dont le carré est égal a z.
Il n’y a pas de symbole pour désigner les racines d’un nombre.

La méme distinction se fait dans R : les racines de 49 sont 7 et —7 alors que V49 = 7.

Cherchons, par exemple, le(s) nombre(s) z qui élevé(s) au carré donne 15 + 8i.
z=V15+8i = z> =15+ 8i

Posons : z = x + yi, cherchons x et y.

Ona:
z2=(x+yi)? =x?+ 2xyi + (yi)? = (x? — y?) + 2xy)i

On utilise la propriété :
|z|? = |22

On obtient donc le systeme suivant :
x?—y2=15
2xy =8

x?+y?=4152+82 =17
De la deuxieme équation, on déduit que x et y ont le méme signe.

Résolvons :
Li+Ly: 2x?=32doncx =4oux=—4

dansL,:2-4-y=8=y=1 ou2:(-4)-y=8=y=-1

Pour finir : 15 + 8i a deux racines carrées : 4 + i et —4 — i.

Remarque : En généralisant la méthode ci-dessus, on peut démontrer que :

Tout nombre complexe non nul possede deux racines carrées opposées.
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Théoréme : Tout nombre complexe non nul possede deux racines carrées opposées.

Signification : Il existe deux complexes opposés dont le carré est égal a z, comme dans R.

Preuve : Considérons un nombre complexe quelconque z = a + ibaveca, b € R.
Il s’agit de déterminer les réels x et y tels que (x + iy)? = z

Ona: (+iy)’=zex+iy)l=a+ib o©x*+i2xy—y? =a+ib

Cette équation entre complexes se raméne a un systeme d’équations dans R :
x2—yt=aq

2 _ 2

. 2 y_ b ’ < 24,2 b®

Xy = xcy“ = I

Par substitution, on obtient :
b? b?
2+ a)y? = 7 © y*+ay? — 7= 0 qui est une équation bicarrée
, —atva®+b? )
y? = 5 commey €ER,y* >0

Il faut donc exclure la solution négative.

—a+Va?+b? . .
Nous gardons donc : y? = %car va? +b? = —a Que a soit positif ou pas.

Vaz+b?

Calcul de x : x2=y2+a=%
- Vaz+b? —a+Va?+b?
On en déduit que : x = 4 [ et y=4= LA LEL S

- 2
Il reste encore a déterminer les signes de x et y.

2

Comme 2xy = b, il faut que xy ait le méme signe que b.

Sib>0 . a+Vva?+b2 . [-a+Va?+b?
e xetypositifs: z; = 5 +1i 5
, . a+Va?+b? . |—a+Va?+b?
e Xxetynégatifs: z, = — 5 - .
Sib<0 . . a+VaZ+b? | . |-a+VaZib?
e xetydesignesopposés: z; = — . +1 .
. , a+Va?+b? . |—a+Va2+b?
e xetydesignesopposés: z, = . —1 .
Sib=0 Dans ce cas, z = a € R le complexe est un réel
Sia>0 Il s’agit de calculer les racines d’un réel positif, rien de
nouveau : z; =+a etz, = —/a
Sia=0 0 estlaracinede z = 0, riende nouveau:z; =z, =0
Sia<0 Zi=iW—a et z,=-iV—a

Finalement, tout nombre complexe non nul possede deux racines carrées opposées.
Remarque :
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Nous venons de voir que, dans C, il est possible d’extraire des racines carrées de nombres
négatifs :
Sia € R’ , les racines de a sont +iv—a.

Nous pourrions étre tentés de définir une « fonction racine carrée » dans R_ en posant
Va = iv-a.

Il faut cependant rester prudent !

V=5-V=5 = iv/5-iv/5 = i2(\/5) = -5
J-5(-5)=v25=5

La propriété vab = vavb qui est vraie lorsque a et b sont positifs ne I’est pas lorsqu’ils
sont tous deux négatifs.

mais

Nous n’utiliserons pas, dans ce cours, la « fonction racine carrée » ailleurs que dans R, ..

| Propriété : |z|? = |22 |

Preuve:z = a + bi

Ona:|z| = Va2 + b? donc |z|? = a? + b?

Et:z? = (a+ bi)? = a® + 2abi + b%i? = (a? — b?) + (2ab)i

|z2| = \/(a? — b2)2 + (2ab)? = Va* — 2a?bh? — b* + 4a?b? = Va* + 2a?h? + b* =
(a? + b2)2

Donc: |z|? = a? + b?

» NCS3ex2et3
Equation du 2¢ degré dans C :

Exemple : Résolvons 3z2 —5z+8 =0

Calculons :
A=25—-4-24=-71
Ona:
VA=+v-71 = iV71

Onadonc:
5++71i
zZ=—

6

{5 J_rx/ﬂi}
S = B

> NCS3ex3a7
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Equation de degré 3 :

Exemple 1 : Considérons I'équation : x3 = 6x + 40

3 2 3 3 2 3
En appliquant la formule : x = §+ (g) - (g) + %— (g) - (g) a cette équation,

nous obtenons : x = /20 + 14v2 + /20 — 14v2 (voir NCS4 ex 3)
Sous cette forme, la solution n’est pas réduite.

Il est possible d’extraire les racines cubiques et de montrer que cette solution se raméne a :

X = 3\/(2 + \/5)3 + 3\/(2 — \/5)3 =4 (voir NCS4 ex 4)
x = 4 est une solution de x3 = 6x + 40 doncde x3 —6x — 40 =0
Par division, I'équation x3 — 6x — 40 = O seraménea (x — 4)(x> +4x + 10) =0

Les deux autres solutions de notre équation sont donc: x = —2 4+ iv6 (voir NCS4 ex 4)

Remarques :

®) + |- JO -

2 3
Le nombre (g) - (g) est appelé discriminant de I’équation.

3 2
Dans la formule : x = §+ (g) —

Méme si ce nombre est négatif, la solution x est un nombre réel. (voir exemple ci-dessous)

Exemple 2 :
Considérons I’équation : x3 = 51x + 104

La formule de Tartaglia- Cardan nous donne :

3 3
X = \/52 + /522 - 172 + \/52 —4/522-173 = 3\/52 —V—=2209 + 3\/52 —V—=2209

=352 +47i + V52 — 47i
Enremarquantque: (4+i)3 =52+ 47i,ona:x=@4+i)+ 4 —-i)=8

Au 16¢ siécle et méme bien plus tard, il était inconcevable de calculer une véritable (réelle)
solution de I’équation en utilisant des nombres qui n’en étaient pas. (Nombres imaginaires)
C’est depuis ce constat que les mathématiciens ont cherché a cerner ces quantités
imaginaires, a savoir si ces objets étaient véritablement des nombres et a déterminer si
I"'usage de ces « nombres » était mathématiquement correct. Ce travail a duré trois siecles.
» NCS4
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6. Ecriture trigonométrique d’un nombre complexe

On considere un nombre complexe : z = a + bi, représenté dans le repere ci-dessous.

1IMagmaires purs

’

Nous avons vu que z peut étre repéré par le
couple (a; b).

Il est également possible de repérer z par :
L’angle 8 que le segment Oz forme avec I'axe
horizontal ainsi que la longueur r = |z| =

va? + b? du segment Oz.

En effet : (trigonométrique dans le triangle rectangle)
e cos() =2 =a=r-cos(d)

e sin(@) =

ﬁ|@‘ﬁ|

= b =1 -sin(@)

Comme z = a + bi, il vient: z =1 - cos(8) + r - sin(6) i = r(cos(8) + sin(6) i)

Définition :
z = r(cos(8) + sin() i) est appelé forme trigonométrique du nombre complexe z.

r est le module de z
0 est appelé argument de z, c’est un angle orienté, exprimé en radians.

Notation : Arg(z) =0 + k2n,k € Z
Parmi les arguments de z, il en existe un unique qui appartient a I'intervalle [0; 27[. Cet

angle est appelé argument principal de z.

Salut cher complexe !

C'est pas parce que mon
argument est nul qu'il faut
m'ignorer !
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Transformations :

Forme algébrique a forme trigonométrique

Forme trigonométrique a forme algébrique

Donné:z = a + bi
Cherché:ret@

Relations : v = Va? + b2

b
0 =tan™? (—)
a

Donné : z = r(cos(@) + sin(0) i)
Cherché:a eth
Relations : a = r - cos(6)

b =r-sin(8)

Exemples :

a) Ecrire z = 1 + +/3i sous forme trigonométrique :

b) Ecrire z = 3 cos (g) + 3sin (g) i sous forme algébrique :

Remarques :

e Sideux complexes ont méme argument, alors ils sont situés sur une méme demi-

droite d’origine 0.

e 7z = (0 estle seul nombre complexe qui n’a pas d’argument.

e L’argument principal est I'argument contenu dans I'intervalle [0; 27].

1) Arg(—z) =Arg(z)+n
2) Arg(z) = —Arg(z)

4) Re(z) = |z| cos(8)
5) Im(z) = |z|sin(6)

Propriétés de I'argument: z€ C,z=a + bi, Arg(z) =6

3) tan(6) =§ c’est-a-dire : tan(Arg(z)) =

Im(z)
Re(z)

JDM- Collége Voltaire
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Multiplication de deux nombres complexes :

Cette représentation trigonométrique des nombres va nous permettre de trouver une
interprétation géométrique de la multiplication dans C.

Exemple: (2+)(1+1i) =

T

Considérons deux nombres complexes :

z, = r;(cos(6;) + sin(0,) i) z, = 1,(cos(8,) + sin(6,) i)

Calculons :

z,2, = 11(cos(8,) + sin(6;) i)r,(cos(B,) + sin(H,) i) =
= (rycos(0,) + rysin(6;) i) (rycos(6,) + r, sin(6,) i)
= rycos(6;) rycos(6,) +ricos(6;) r, sin(6,) i + rysin(6,) i rycos(6,)
+ rysin(6,) iry sin(6,) i
= r,1,[(cos(8,) cos(0,) — sin(6,) sin(H,)) + (cos(8,) sin(H,) + sin(6,) cos(b,))i]
= ry1,(cos(6, + 605)) + sin (6; + 0,)i)

Comme z,z, = 1ry1,(cos(8; + 6,)) + sin (6, + 6,)0)

et connaissant I’écriture trigonométrique d’un nombre complexe, on en déduit :

1) Le module de z,z, estrr,, c'est-a-dire : |z,2,| = |z,| - | z,|, ce que I'on savait déja

2) Largumentde z,z, est 0, + 6,, c'est-a-dire : Arg(z,z,) = Arg(z;) + Arg(z,)

JDM- Collége Voltaire 16
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lllustration de z,z, :

Pour représenter z,z, :
(1) Ajouter les 2 arguments (6; + 6,)
(2) Multiplier les 2 modules (r;13)
(3) Tracer le cercle centré en O de rayon 1y 1,
(4) Uintersection entre ce cercle et I'angle 8, + 0, est z,z,.

A 2 |
y Imaginaires

P (aa'-bb') +i (ab'+ba')

M (a+ib)

S

x Réels

Donc z, z, s’obtient en appliquant a z; une homothétie linéaire de rapport |z,| suivie d’'une
rotation linéaire d’angle Arg(z,).
Nouveauté : « pour multiplier, il faut aussi tourner. »

Exemple: lllustrer: 2+ i)(1+i)=2+2i+i—i=1+3i

T

Remarque :

Cette nouvelle vision de la multiplication permet d’expliquer la « regle des signes » dans R,
regle qui pouvait étre percue comme une simple convention jusqu’ici.

En effet, en multipliant deux réels négatifs (donc argument ) nous obtenons un produit
dont I'argument est ™ + m = 2m.

Ce produit est donc un réel positif.
Nous savons enfin pourquoi « les ennemis de nos ennemis sont nos amis ».

> NCS5 exercices 1 & 2
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7. Ecriture exponentielle d’un nombre complexe et formule de Moivre :

Compte tenu de I’écriture trigonométrique du produit de deux nombres complexes, le
mathématicien Euler a eu I'idée de poser I’égalité suivante :

cos(p) + sin(p) i = e'®

appelée formule d’Euler

Ce sont les développements en série qui ont suggéré la définition de la fonction
exponentielle dans les complexes. Pour avoir une idée de cela, nous pouvons nous référer au
formulaire CRM :

f(x) Développement de f
2 3 ok
e 1—|—1+2!—|—3!+...+M+...
. a5 A , w2kl
sine) | e — gt ot A D gy
22 2t af g a2k
COS(I) 1_5"'1_&4‘---‘*‘(—1)(2—1{)!-&-...

Ces sommes sont formées d’une infinité de termes et les limites de ces sommes
correspondent aux fonctions données dans les membres de gauche de ces égalités

Calculons le développement correspondant a cos(x) + isin(x) :

o ox? ix® xt ix® ix® ix7
cos(x)+tsm(x)=1+Lx—§—¥+z++?+?—7... Vx ER
puis celui de e’ :
o o i%x? 0 i3x3 i*x*  iSx®
e =1+ix+ 2 +3! +4!+5!
Cax® ox* ix®
:1+lx—?+z+?—'” Vx € R

Nous constatons donc que cos(x) + isin(x) = e™*

Rappel :
Siz # 0 etsiArg(z) = a, la notation trigonométrique de z est : z = |Z|(cos(a) + isin(a))

Conséquence :
Comme cos(x) + isin(x) = e, nous obtenons : z = |Z|(cos(a) + isin(a)) = |z|e'®.

Définition : La notation ou forme exponentielle de z est, pour tout z non nul :
z=|z|]-e'"* ,ouArg(z) =«a

Exemple : Vérifier que I'écriture exponentielle de z = 7+ lest e 062
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Avec cette écriture, pas utilisable par les calculatrices, on peut dégager de nombreuses
propriétés des nombres complexes.

On retrouve I"écriture trigonométrique du produit de deux nombres complexes :

z; = ry(cos(@,) + sin(g,) i)
z; = 1;(cos(@;) + sin(e,) i)

Ainsi : ' '
7, =retr et  z, =nre'¥2

Ona:

7y "2, =1eire'?z = rrel P19 = iy (cos(@q + @,) + sin(e; + @) 1)
Propriétés :

1) z; *z, = e ®1*92)  donc Arg(z,z,) = Arg(z,) + Arg(z,)

2) iz rlelim = %ei(“pl) donc Arg (i) = —Arg(z,) et |i| = ﬁ

3) i—: = r;:ei—z; = :—:ei(‘pl“pz) donc Arg C—:) = Arg(z,) — Arg(z,) et zZle = %

4) (2" = (Izle)" = |z|"e'™  donc Arg(z]) = ndrg(z)) et |z|" = |2}

La propriété 4) S’appelle la formule de Moivre et peut s’écrire sous la forme :

cos(ng,) + sin(ngy) i = ((cos(@,) + sin(ep,))i)"

Preuve: cos(ng,) + sin(ng,)i =em¥1 = (ei‘pl)n = ((cos(py) + sin((pl))i)n

La formule de Moivre permet d’établir des relations trigonométriques, en utilisant le fait que
lorsque deux nombres complexes sont égaux, leurs parties réelles sont égales et leurs
parties imaginaires sont égales.

A titre d’exemple, établissons une formule permettant de calculer cos(2¢) et sin(2¢) :

cos(2¢) + sin(2¢) i = (cos(¢) + sin(@) i)? = cos?(¢) + 2 cos(¢) sin(p) i — sin?(¢p)

On égalise les parties réelles :

cos(2¢) = cos?(p) — sin?(p) = 1 — sin?(@) — sin?(p) = 1 — 2sin?(¢p)

On égalise les parties imaginaires : sin(2¢) = 2 cos(¢) sin(¢)
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Il est également possible de linéariser une fonction trigonométrique, c’est-a-dire d’exprimer
une fonction trigonométrique comportant au moins une puissance en fonction de fonctions
trigonométriques ne comportant pas de puissances.

A titre d’exemple, linéarisons cos*(x) en utilisant les deux relations suivantes :

el

(1) cos(ep) + sin(e) i

(2) cos(p) —sin(p)i = e~ quivient de cos(—¢) = cos(p) etsin(—¢) = —sin(p)

Cette nouvelle notation, en relation avec la notation trigonométrique, nous permet
d’aboutir a deux formules appelées formules d’Euler :

ePteie

(1)+(2) donne : 2 cos(p) = e + e~  donc :|cos(g) =

2

el —_e—ie

(1)-(2) donne 2sin(p)i =€ —e~® donc:sin(p) = -

L

i, o —ix\%
On peut donc écrire : cos*(x) = (£14)
- %(("’ixf +4(e%) e + 6(e)"(e7%)" + 2e(e¥)” + (e7)")

1 ) ) ) ) 1
= E(e‘“x + e H¥ 4 402X 4 4e72% 1 6) = E(Z cos(4x) + 8 cos(2x) + 6)
Finalement : cos*(x) = gcos(4x) + ; cos(2x) +§

La conséquence :

Dans la formule cos(x) + isin(x) = e, en choisissant x = @, nous obtenons :
e'™ = cos(m) + isin(m) = —1
D’ou la célebre égalité (élaborée par Euler) :

e Leletle0quireprésentent le fondement du calcul algébrique, (éléments neutres de
I’addition et de la multiplication),
e Lem connu depuis des millénaires en géométrie,
e Le e que nous retrouvons en analyse (base du logarithme naturel, primitive de 1/x)
e Etfinalement le i, a la base des nombres complexes sont les cing nombres clés des
mathématiques.
Il est étonnant de les voir liés par une égalité aussi simple.

La pureté de cette formule est d’autant plus belle gu’elle ne sert pas a calculer quoi que ce

soit, elle ne contient aucune inconnue ni aucun parametre. Elle est cependant connue de
tous les mathématiciens depuis qu’elle a été trouvée.
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Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Nombres complexes

On note i un nombre tel que 72 = —1.

Forme algébrique z=a+bioua,beR
a est la partie réelle de z, notée Re(z)
b est la partie imaginaire de z, notée Im(z)
Forme trigonométrique z = 1 (cos(p) + isin(p)) = rcis(p) avec r € Ry et ¢ € R
r est le module de z, noté |z|
¢ est 'argument de z, noté arg(z)

Forme exponentielle z=7re¥

Relations entre formes algébrique, trigonométrique et exponentielle

b
r=+a?+ b tan(p) = —
a
(¢) = - in(p) = —
cos(p) = —— sin(p) = ——
bl ______ z i Va2 + b? v Va2 + b?
|
, } a =1 cos(p) b= rsin(p)
|
| Formule d’Euler e = cos(p) + isin(yp)
v |
a
Opérations
Forme algébrique Formes trigonomeétrique et exponentielle

21+ zg = (a1 + ag) + (by + by)i

2129 = ((11(12 — b1b2) + ((l1b2 + agbl)’i 2129 = T CiS(,&'l + ’{22) =T11r9 Ci(¢l+¢2)

(arag 4 biby) | (agby — aqby)

21— A 2 R W) o) = LL pil1—¢p2)
- = 2 - = 7= CIS(p1 — p2) = =€
Z9 (122 + b22 a22 T b22 Z9 D) (‘P ¥ ) To
1 a b . 1_ 1. 1 —ip
5 = - (2 - = FCS(—p)==x¢€
i . z=rese) =1
2" = Meis(np) = 1" P

Formule de Moivre

‘ (cos(p) + isin(p))" = cos(ngp) + isin(np)

> NCS5

8. Racines de l'unité :

But1l: ’Trouver toutes les solutions complexes de I'équation z" = 1, oun € N*.
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Vocabulaire : Toute solution de I’équation z™ = 1, ou n € N* est appelée racine de I'unité.

Exemple : calculons les racines 3¢ de I'unité, c’est-é-dire : les solutions de I'équation z3 = 1

Tout d’abord, avons :
1z} =1z =|1l=1=|z| =V1=7r

Nous pouvons ensuite utiliser I’écriture exponentielle et trigonométrique :
N3 ,
z° = (e%)” = 3% = cos(3¢) + sin(3¢p) i
Ainsi :
3p) =1
RN {CQS( 2
sin(3p) =0

De cos(3¢) = 1, on obtient : 3¢ = 2km © ¢ = ZkT"

Vérifions dans sin(3¢) = 0 : sin (3 ZkT") ; 0 © Ok.
2km.
Réponse:z = e 3 ' = oS (ZRT") + sin (ZRT") i,kez

Question : Combien y a-t-il de solutions ?
1)k=0,z,=14+0i=1

2mi 0.5 1
2Q)k=1,z,=e3 =w
4Tl
3) k=2,z3 =e 3 =w?

4) k = 3,z, = e*™ = cos(2m) +sin(2m)i =1

Réponse : Il y a donc 3 solutions : 1, w, w?

Théoréme : Les racines n — emes de I'unité sont au nombre de n.

_ N 2T . 21\ . 2m;
Cesont:1,w,w?, ..., w" 1,6 ouw= cos(—) + sin (—)l =en'
n n

Ces n racines représentent les n sommets d’un polygone régulier de n c6tés, inscrits dans
un cercle de rayon 1 et centré en (0;0)

Exemple : Résoudre z° = 1

2m, am, om, o,
Solutions: L;w =es , w2 =es',wd =¢es",wt

=es
But2: ’Trouver toutes les solutions complexes de I’équation z™ = z,,oun € N*

Méthode : relier I'équation z™ = z, au théoréme a peine établi.
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zn z \" z 2km, 2km,
Ainsi: z" = z, @Zzl(:)< )=1 (:)n—\/z_oz n o z="zen

nzo

2km.
En conclusion :z" =z, © z = “/z,e n
0 0

En d’autres termes : pour trouver toutes les racines n — iemes d’un nombre complexe, il
suffit de trouver I'une d’entre-elles et de la multiplier par toutes les racines n — iemes de
I"unité.

Exemple : Calculer toutes les racines 5 — iemes de zy = —2 + 2i
V=2+2i=12, z5=-2+2i

On écrit :
. N5 .
—2 4 2i = (re®!)’ =r%e5% = r5(cos(5¢) + sin(5¢) i) = r° cos(5¢) + rsin (5¢)i
On obtient le systeme :
{rS cos(5¢) = -2
r°sin(5¢) = 2
Or:|z§| = |20|° = -2+ 2i| =V8 = |z|° =V8= |z| = V8=1="48

Retour au systeme
{\/§ cos(5¢) = -2
V8sin(5¢) = 2
Résolvons V8 cos(5¢) = —2:
2 V2 3n 3m k2w

COS(5¢)=—E=—7=>5¢= g k= 0=+ —

Vérifions dans v/8sin(5¢) = 2 :

3n
V8sin|— + k2m)=2 ok!
4
Réponse :
3w,  k2m, 3 2kmy,
7 = 1%- e%l . eTﬂl = 1%- e(%-l_S—rf)l

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Racines n-iémes

On note z = r cis(y) un nombre complexe non nul.

L’équation w™ = z,n € N* posséde n solutions distinctes :

wy, = 7 cis (EEE2T) _ ot p 012, n—1

> NCS6
Exemple : Résoudre z* = 16i
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Les 4 solutions de I’équation sont les sommets d’un carré :

S

)%m

eeile
—_

.........

&«

o qr';
7\

9. Cercles et droites?

2 Ce paragraphe est issu du cours de M. Catenazzi
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La géométrie, dite analytique, peut étre remplacée (avantageusement) par la géométrie
"complexe". Un nombre complexe peut se représenter par un point dans un plan muni d’un
repére orthonormé. Par abus de langage, on confond souvent un nombre complexe et son
image dans le plan.

Le module de z, noté |z

, est la distance de 0 a z. La distance entre z et ¢ est égale a la

distance entre 0 et z—c. Cette distance est égale & |z—(|.

A

\4

L'argument @ d'un nombre complexe z est compris entre la droite R et la demi-droite

passant par 0 et z.

De plus, cos(¢) :ﬁ| et sin(p) _L

2 g

Propriétés
1) |Z|2=Z~E
2) z+ZzZ=2a=2Re(z)
3) z—Zz=2bi=2ilm(z)
4) arg(z,-z,)=arg(z)+arg(z,)

5) arg[ij =arg(z )—arg(z,)
2

6) arg(z" ) =n-arg(z)

7) z=a+i-0 < arg(z) =km < z—z=0 (lenombre z peut é&tre assimilé 3 un réel)

. T _
8) z=0+ib < arg(z) =—+kn < z+Z =0 (lenombre z est unimaginaire pur)

Démonstrationde 1) :(z=a+ib et Zz=a—ib) = z-E=(a+ib)(a—ib):a2—(ib)2 =a’+b’

9.1 Cercle de centre c et de rayon r

Le cercle de centre 0 de rayon r
(0 € Cetr € Rest I'ensemble des points dont la distance a 0 est égalea r.
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C={zldl=r}={[}ef =} ={e|-7 =1}

Le cercle de centre ¢ et de rayon r (c € C etr € R) est 'ensemble des points dont la
distance a ¢ est égalea r.

Cz{z”z—c|=r}:{z“z—c|2 =r2} Z{Z‘(Z—C)-(ZTC)IVZ}I{Z‘(Z—C)-(Z—E)II"Z}

Z{Z‘Z'E—C'Z—E'Z+C'E—F2 :0}

Exemple 1:

C= {z|z.2 = 36} est le cercle de centre 0 et derayon 6. /\

Exemple 2 : Le cercle de centre 0 passant par I'affixe 3+4i est

C={z|z-z =(3+4i)(3-4i)} = {z]z- =25}.

Le rayon est égal au module de 3+4i.

Exemple 3 : Le cercle de centre (1—2i) et de rayon 3 a pour équation

Exemple 4
L'ensemble C:{z|z-2—i-2+i-z—8:0} est le cercle de centre i et de rayon 3.
zz—i-z+i-z—8=0

(z—i)(z+i)—(=i-i)-8=0
(z=i)(z+i)-(1)-8=0
( _

z—i)(Z+i)=9

> NCS7 Exercice 1

9.2 Droite passantparOetc,0 € Cetc € C”
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On note d,, la droite passant par 0 et c. d,.  »
zed, < arg(z)=arg(c)+kzr etk=0oul
c
< arg(z)-arg(c)=kz etk=0oul
= arg(i)zkﬂ et k=0oul 0 >
c
o Z€ER
C

z [z
< ——|—1=0
c \c
z z
< ———==0
c ¢
zc —cz
o —=0
cc

Equation de la droite d,, : zed,, < zc —zc=0

Exemple 1

Droite d, passantpar 0 et 2—3i :
zed < z(2-3i)-z(2-3i)=0<z(2+3i)-z(2-3i)=0

Exemple 2

L'équation z(1—i)—Z (1+i)=0 est celle d'une droite passant par 0 et par 1+i.
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9.3 Droite passantparcetd,cetd € Cetc #d

( d —c est unvecteur directeur de la droite. )

On note d_, la droite passant par c et d .

0 | g

|9=arg(z—c)=arg(d—c)|

zed, < arg(z—c)=arg(d—c)+kx

Aprés développement et simplification, on obtient : Z2(d — ¢) + cd —z(d —¢) —¢d =0

Equation de la droite d_, : zed <:>E(d—c)+cc?—z(c7—(_:)—5d =0

Exemple 3
Droite d, passant par 3i et 2 : zed, &7 (2-3i)—z(2+3i)+12i=0
L'équation peut encore s'écrire:  zed, <z (2-3i)—z(2+3i)=-12i
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9.4 Droite dont la distancea O est n|,0 € C etn € dj, € C

( n estle point de la droite d‘n‘ le plus proche de 0.)

On applique le théoreme de Pythagore.

ze d‘n‘ =N |Z|2 =|n|2 +|z—n|2
zZ=nﬁ+(z—n)(E—ﬁ)
ZZ =NMn+2zZ —nz —nz+nn

nz +nz=2nn

A\ 4

Equation de la droite d : z€d, < nz +nz=2nn

Remarques

Par abus de langage, on parle de vecteur directeur et de vecteur normal a une droite.

Ainsi, d —c est appelé vecteur directeur de la droite d_, et n est appelé vecteur normal de

la droite d .
Si on connait un vecteur directeur, on obtient un vecteur normal en multipliant le vecteur

directeur par le nombre i et vice-versa.

Exemple 4

Droite d, dont le point le plus proche de 0 est —1+3; :
zed, <z (-1+3i)+z(-1-3i) =2(-1+3i)(-1-3i) = Z (-1+3i)+ z(-1-3i) =20
Exemple 5

En reprenant la droite d, de I'exemple 3 et en la multipliant par i, on obtient :
zed, ©7(2-3")-z(2+3") =12 <z (3+2i)+2z(3-2i) =12

Cette équation a la méme forme que celle de I'exemple 4.

> NCS7 Exercice 2
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10. Transformations du plan complexe
Les transformations du plan peuvent étre étudiées soit en utilisant uniquement des

arguments de la géométrie d’Euclide et des constructions a la regle et au compas, soit en

géomeétrie vectorielle dans le cadre des applications linéaires, soit en utilisant les nombres

complexes et leurs représentations dans le plan.

Il existe plusieurs transformations du plan complexe. En voici la liste :

Translations

Symétrie d’axe d,,

Symétrie d’axe d_,

L 0 N O U A WNBRE

Inversion

Rotations de centre 0 et d’angle «
Rotations de centre ¢ et d’angle «a
Homothétie de centre 0 et de rapport A
Homothétie de centre ¢ et de rapport 4
Symétrie orthogonale d’axe R

Nous nous intéresserons plus particulierement a I'inversion.

a—ib
a?+p?

. . 1
S|2=a+Lbanrs;=

) 1
Rappel : L'inverse de z est le nombre —

Exemple:z=1+iona:§:

15

0.5

-0.5 0 0.5 1 15

1/z= 1/2-i/2
0] ©/Z /2-i/

Remarque : Un nombre complexe (non réel) et son inverse n’ont pas la partie imaginaire du
méme signe. lls se trouvent dans deux cadrans différents.
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Définition :

C=CuU{xo}
L’objet oo est appelé point a I'infini de C.

Inversion de C :

1
;,siz;tOetz;too

1Z > .
J 0,8iz=20

0,siz=

] est une bijection de C vers C. De plus "] =J.

Nous allons maintenant étudier I'interprétation géométrique de cette définition.

10.1 Image d’un point par l'inversion :

Marche a suivre :
1) Représenterc
2) Représenter € (symétrie par rapport a I’axe réel)
3) Déterminer le point d’intersection entre la droite de 0 a C et et le cercle de rayon 1 et centré en 0.
4) Tracer la droite entre le point c et le point déterminé au point 3).
5) Déterminer le point d’intersection entre la droite de 0 a ¢ et et le cercle de rayon 1 et centré en 0.
6) Déterminer la droite paralléle a celle du point 4) passant par le point déterminé en 5).

7) Le point% se trouve a l'intersection de la droite allant de 0 a ¢ et la droite du point 6).

Pourquoi est-ce que cela marche ?

On observe que I'on peut appliquer le théoréme de Thales, on se trouve avec deux triangles semblables avec le

P N A 1 1/c
sommet O en commun et dont chacun a un c6té égal a 1 (grace au cercle de rayon 1): -= %
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10.2 Image d’une droite par I'inversion
a) Droite d,, passantpar 0

On a vu précédemment I’équation d’une droite qui contient 0 et c.

zed,, &cz—cz=0

On pose z':l. On en déduit z:l,.
zZ z

On remplace dans I'équation de la droite d, : _i'c—
z

On multipliepar z'z' : z'c—Z'¢c =0.

De plus, Oed,, =>weJ(d,. ) et wed, =0eJ(d,).

Le nombre z' vérifie I’équation d’une droite qui passe par 0 et par ¢ .

Marche a suivre :
1) Représenter la droite a inverser.
2) Déterminer I'inverse d’un point de la droite.
3) Tracer la droite passant de ce point inverse a 0.

Pourquoi ¢ca marche ?
Il faut inverser point par point la droite. On commence donc par un point.
e Sile point est sur le cercle de rayon 1 alors il s’agit du conjugué
o Sile point est hors du cercle de centre 1 alors on procede comme au § précédent.

® Le point 0 se fait envoyer sur I'infini et I'infini se fait envoyer sur 0 (par définition de J.
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b) Droite ne passant pas par 0

Puisque 0 ¢ d, 'image d’une telle droite ne contient pas I'objet «. On en déduit que I'image
d’une droite qui ne passe pas par 0 n’est pas une droite. En revanche o ed donc 0 est un

point de I'image de d.

Soit n le point de d le plus proche de 0, son image % sera le point le plus éloigné de 0.

Rappels :
Equationde d : zed < nz +nz=2nn.
1 1
Imagepar J @ z'=—=z=—.
z z

. . . I _1 _
On remplace dans I'équation de la droite : n— +n— =2nn.

z z
On multiplie les deux membres par Z—Z_ : Z—_+Z—=Z7 ou ZE'_Z__+Z_:0
2nn 2n  2n 2n  2n
,o1Y, 1 1 1 P
zZ-——I\|Z-—|-——=0 ou |Z'——| =|—
2n 2n ) 4nn 2n 2n
P . , 1

z vérifie I’équation d’un cercle de centre — et de rayon |—
2n 2n

Conclusion:

L’inverse de la droite d qui ne passe pas par zéro est un cercle passant par zéro et de diameétre —,oun est
le point de la droite le plus proche de 0.

Marche a suivre :
1) Trouver n sur la droite d.
2) Déterminer I'inverse de n.

L L1
3) Tracer le cercle de diameétre allant de 0 a -~
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10.3 Image d’un cercle par l'inversion
a) Image d’un cercle qui passe par 0

Comme J ="J, I'image d’un cercle qui passe par 0 est une droite qui ne passe pas par 0.

On cherche le centre ¢ du cercle. Le point 2c¢ est I'extrémité du diametre passant par 0, c’est

le point le plus éloigné de 0; son image sera le point le plus proche de 0.
Image par J

L'image de 2c est L
2c

. . . 1
L'image du cercle est la droite dont le point le plus proche de 0 est 2—
c

Conclusion : La droite e est I'image du cercle.

.

b=-i

Marche a suivre :
1) Trouver le centre ¢ du cercle.
2) Déterminer le point 2¢, diamétre du cercle relié a 0.

3) Déterminer I'inverse du point 2c : 2o C'est le point n.

. . . . L1
4) Chercher la droite perpendiculaire au segment reliant 0 a o=
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c) Image d’un cercle qui ne passe pas par 0

Soit ¢ le centre du cercle et » le rayon du cercle. L’équation du cercle peut s’écrire :

|Z—c|2 =% et |c| zr

1
Onpose: z'=—&< z=—.
zZ V4

On remplace dans I’équation du cercle : (z—c)-(E—E) =7

On obtient : (%—cj-(é—Ej =72
z z

On multiplie les deux membres par zZ :

(l—cz' -(I—EE'):rzz'E'
l—cz'—¢cZ' +cc 27 —r’z7 =0
l—cz'—cZ'+ CE—V2)27=0
On divise les deux membres par (cE—rz)
c c 1
77— +——-=0
cc—r cc—r cc—r
, c - c cc 1
o — T = 2™ 2t =0
cc—r cc—r (cE—rz) cc—r
, c cc—cc+r
z — =
cc—r’ (cE—r2)2
_ 2
, c r
z — =
cc—r (cE—r2)2
Conclusion : On obtient I’équation d’un cercle de centre ——- et de rayon -7
cCc—r ‘cE—r ‘
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Marche a suivre :
1) Tracer la droite reliant le centre du cercle a 0.
On obtient a I'intersection du cercle et de la droite deux points que I’'on note a et b.

2) Inverser a et b pour obtenir % et %.
Ils passent par la perpendiculaire au segment passant par a et b et déterminent le
diamétre du cercle cherché. Le milieu du segment % et % correspond au centre du
cercle cherché.

Cas 1: Les deux cercles s’intersectent :
N\

»> NCS8
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