4MA1 ALS2

Algebre linéaire Série 2

Exercice 1 : Calculer les déterminants suivants :

11 3 12 -1 -1 =2 _* Yy
a_|—2 2| b‘|3 4| C‘|—3 —4 d |0 z
Exercice 2 : Calculer les déterminants suivants :
1 2 3 2 0 1 -1 2 3
a=|4 -2 3 b=1|4 2 -3 c=|-3 2 1
2 5 -1 5 3 1 -1 3 2
Exercice 3 : Calculer les déterminants suivants :
a_|a—x B | b=|4—/1 5 | _ 2m —(m+2)|
| a B—x 2 3—-2 €= 2(m—1) -m
Exercice 4 :
. (1 =3 (1 2
On donne les matrices A = (2 5 ) eth = (_1 _3)
1. Calculer : a) Det(A) b)Det (B) c)Det(A+ B) 2. Que peut-on en déduire ?
Exercice 5 :
1. Calculer les déterminants des matrices suivantes :
(3 0 3 0 O (3 -2 4 7 -1
a)A_(4 5) b)A=<4 -2 0) C)A_(o —6) d)A=<0 3 8)
5 5 7 0O 0 2

2. Que constate-on ?

Exercice 6 :

a a
SoitkE]RetA=( 1 12),B:<bll b1,

az1 Az byq b22> € My(R)

Montrer que :

a) Det(AB) = Det(A)Det(B) c) Det(4AT) = Det(4)
b) Det(kA) = k?Det(A) d) Det(l) =1
Exercice 7 :
. . _(k Kk . . —
a) Soit la matrice A = (4 Zk)' déterminer les valeurs de k pour lesquelles Det(4) = 0
1 1 11
b) Soit la matrice B = i g 2 8 , déterminer la valeur de x pour laquelle Det(B) = 0
Xx 0 0 ¢
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Exercice 8 :
Vérifier les égalités suivantes sans calculer les déterminants.

ALS2

2 1 -1 0 1 0 1 2 3 0 -1 1
a)| 3 4 2|1=|-5 4 6 b)|1 2 1|=|0 -1 -1
-3 -5 3 7 -5 =2 1 3 2 1 3 2
2 5 2 -1 5 2 1 5 2
c|-1 1 3|+|4 1 3/=1|3 1 3
4 3 1 -3 3 1 1 3 1
a by o
Exercice 9 : Exprimer les déterminants suivant en fonctionde p = |a, b, ¢
as bs c3
¢ by oy as bz ¢ by ¢ a
s=|c2 by ay, t=|az by 3, u=|by ¢ ay,
¢z by az a by ¢ bz ¢3 az
-4, —by —¢ a; by €1
v=|Qa, b2 Cy |, w = 3a2 + 2a1 3b2 + 2b1 3C2 + 2C1
3a;, 3b; 3c; as b; C3
Exercice 10 : Calculer et factoriser en utilisant les propriétés des déterminants.
1 Bty «a x 1 «a 3—-t -1 1 x y z
a=|1 y+a Bl,b=11 1 al,c=|5 -3-t 1 | d=[x* y* z?
1 a+p vy 1 1 x 6 -6 4—t yz zx Xxy

Exercice 11 : Résoudre (par rapport a x) en utilisant les propriétés des déterminants.

1 a b x a 1
a1t x b|=0 b)la x 1|=0
1 a x a b 1

Exercice 12 : Calculer les déterminants suivants.

2 1 -5 1 51 1 1 e f 00
=t =3 0 -6 ol 511 c-lg R oo
0o 2 -1 2 11 5 1f 0 0P q
1 4 -7 6 1115 00 r s

Exercice 13 : Démontrer les identités suivantes

1 1 1
a)la b c|l=W-a)lc—a)(c—Db)
aZ bZ C2
1 1 11
% L L L|=0-aC-0W-a-nUE-nE-o
a> b 2 d3

Cette propriété peut étre généralisée a I'ordre n (déterminant de Vandermonde)
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Solutions ALS2 :

Exl:a=8b=11,c = -2,d = xz Ex2:a=79,b=24c=-12
Ex3:a=x2—(@a+pB)x,b=212—71+2,c=2m—4
Ex4: a)11 b) —1 ¢) 5 On en déduit que, en général : Det(A + B) # Det(A) + Det(B)

Ex 5 : Définition : Une matrice carrée est dite triangulaire si tous ses éléments au-dessous (ou au
dessus) de la diagonale principale sont tous nuls. Les matrices a) et b) sont des matrices triangulaires
inférieures et c) et d) sont des matrices triangulaires supérieures.

1.a) det(4) = 15 b) det(B) — 42 c) det(4) = —18d) det(4) = 24

2. Si la matrice est triangulaire inférieure ou supérieure alors le déterminant est donné par le produit
des éléments de la diagonale principale.

b11 b12
b21 b22

a1 Qgz

= by1byy — by b
Ay Gy 11022 — 021012

Ex 6: a) Det(A) = | | = @110, — Az1Q43, Det(B) =

Donc

Det(A)Det(B) = (a11a22 — A21012)(b11b22 — ba1by3)
= ajjazybiibyy —ajjazybabyy —aziagabiibyy +az1a15bs1 by

ay1 12\ (b1y b12) _
Det <(a21 azz) (b21 bya) )
= (ay1b11 + a12b21)(az1b1z + azb,;) — (az1b11 + az2b21)(@11b12 + as2b22)
= Gpbrlorbr + A11D11a22b25 + a12D21021b1; + Ghorarbrr — @b abs
— A1b11a12b25 — Az3b31a11 b1 — Agoborazbor =

ainsi: Det(AB) = Det(A)Det(B)

a11b11 + a12b21  aq1b1z + aszby;
Az1b11 + azzby1  Az1b12 + azzby;

Ex7:a)|’Z Zkk — 02k —4k=2k(k—2) =0 k=0o0uk =2
a 0 O x 0 O x a 0 x a 0
b)Det(B)=1-10 b 0O|+(-1D-|x b O|+1-|]x 0 Oof[+(-1D-(x 0 b|=0
0 0 ¢ x 0 ¢ x 0 ¢ x 0 O

(:)1-a-|g (C)|+(—1)-x-|g 2|+1'C'|§ g|+(_1)(_1)a_|i g|:0

& abc — xbc — acx — abx = 0 © xbc + acx + abx = abc © x(bc + ac + ab) = abc

abc

Sx=——
bc + ac+ ab

Ex9: s=-pt=-pu=p,v=0w=3p
Ex10:a=0b=x—-1Dx—-a),c=—({t+2)t-2)t—-4),d=x—-—y)y—2)(z—x)(xy +yz + zx)
Ex1l: a)x=aoux=>b b)méme solution que a)

Ex12:a =27,b =512,c = (eh — gf)(ps — rq)
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