4MA2 ED

Equations différentielles’

Matériel :

e Ce polycopié

e Les séries intitulées « Equations différentielles Série ... » (EDS1, ... )
e Le Formulaire et table CRM

e Calculatrice non PRO

1. Introduction

En début d’année, nous avons vu que la fonction exponentielle de base e posséde une
particularité rare, donc intéressante, a savoir que sa dérivée est égale a elle-méme.

Cela signifie donc que la fonction exponentielle de base e est solution de I’équation
f(x)=f(x) ou I'inconnue est la fonction f.

Cette équation peut étre écrite également :

y=y
Oou encore

dy

dx Y

Dans ces écritures y représente une fonction de x (cad: y = f(x))

Cette équation traduit une relation entre une fonction, lI'inconnue de |’équation, et I'une de
ses dérivées : c’est un exemple d’équation différentielle.

HTTPS://FTNKMATHS. CH

/

Comment

résoudre
cette

équation ?

I1 faut
mettre x en
évidence.

On isole 1la
atrice A et on
calcule.

Ici, on cherche une
fonction !

L \Cee 2
5‘_3‘“ On additionne
sy les deux lignes

1 Ce cours est inspiré de celui de M. Bacchiocchi et M. Zwahlen.
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4MA2 ED

Autres exemples d’équations différentielles

1) Les fonctions trigonométriques f(x) = sin(x) et g(x) = cos(x) sont solutions de

I’équation différentielle :

y'(x) =—y(x)
ey’ =-y
d?y B

dx y

2) Une courbe est définie par : en chaque point (x;y), la pente de la tangente a la courbe en
(x; y) vaut le carré de la seconde coordonnée de (x; y).
L’équation différentielle vérifiée par cette courbe est :
f'e) = f2(x)
dy
& — = y?
dx y

ey =y
3) On laisse tomber un corps de masse m d’une certaine hauteur. Ce corps subit une kv
résistance de freinage de la part de I'air, proportionnelle a sa vitesse (k étant le coefficient
de proportionnalité). On veut trouver la loi physique décrivant la vitesse de ce corps au i
cours du temps.

La loi physique correspondant a I’équation différentielle :

mg — kv =mv'

Car:Fops=ma©emg—kv=ma
“

vI!

oW, S\ on Ne

derive  pos!

W&'@

24
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4MA2 ED

Définitions :

1) On appelle équation différentielle une équation établissant une relation entre la
variable x, la fonction inconnue y = f(x) et ses dérivées y',y", etc.

2) On appelle ordre d’une équation différentielle I'ordre de la dérivée la plus élevée
contenue dans cette équation.

3) On appelle équation différentielle linéaire d’ordre n toute équation de la forme
An(0) Y™ + Ay () -y e+ A1 () -y + Ap(x) -y = B(x)
ou A;(x) et B(x) sont des fonctions de x.

4) Une équation différentielle linéaire d’ordre n est appelée a coefficients constants
si toutes les fonctions A; (x) sont des fonctions constantes.

5) Une équation différentielle linéaire d’ordre n est appelée sans second membre si
B(x) = 0 pour toute valeur de x.

Exemples : L’équation différentielle :

1) y'=y est d’ordre 1, linéaire, sans second membre
2) y'=—y est d’ordre 2, linéaire, sans second membre
3) y' =y? est d’ordre 1, non linéaire sans second membre

4 mV'=mg—kV  est
5) xy3=1 est

Il n’existe pas de méthode globale permettant de résoudre n’importe quelle équation
différentielle. Nous allons donc étudier deux types d’équations différentielles : celles du
premier ordre, et nous essayerons de ramener a de telles équations celles d’ordre supérieur,

et celles linéaires auxquelles nous pourrons appliquer des résultats d’algebre linéaire.

Exemple: f"'(x) = 2x — 7 ou f®(x) = 2x — 7 est une équation différentielle d’ordre 3.
Résolution: f"(x) = f'(x) = fx) =

La famille de fonctions f(x) = éx“ - £x3 + Cz—lx2 + c,x + c5 est la solution générale de
I’équation différentielle. Elle fait intervenir trois constantes indépendantes ; nous disons

alors que nous avons trois degrés de liberté pour la solution générale.

» Equations différentielles Série 1
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2. Equations différentielles du premier ordre a variables séparables

Reprenons I'exemple introductif (p.1), lié a la fonction exponentielle de base e.
Cette fonction est solution de I’équation différentielle y' = y. Est-elle la seule solution ?

Pour répondre a cette question, il faut essayer de résoudre I’équation :
! _dy ! d 1d
= = = = — = X
y =Y dx y y y

Méthode : prendre une primitive de chaque membre de I’équation, il vient alors :

[Lay=[14
—_ — X
y}’

= Inlyl=x+c
> |y| = e¥*e
= Iyl =e*-ef
=> |yl =e*-k, k>0

>y=e*ouy=-e*k

‘ = y =ae”, a€R

Carpoura =0,ona:y = 0quivérifiey' =y

Il'y a donc une infinité de fonctions qui sont égales a leur dérivée : toutes celles de la forme
y =ae*, a€R.

Est-ce qu’on tout

jeé de faire tou
e e 3 chaque fois
ol est-ce qu’on peut ]uzte
appliquer 1a formule ?

Tout dépend de
votre mémoire si
elle est bonne
ou pas !
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Remarques :
1) y = ae”, aveca € R est appelée solution générale de I'équation.
2) Sil'onimpose une condition sur la courbe y, par exemple y doit contenir le point

(2;9), lavaleur de a va étre déterminée et I’on obtiendra une fonction appelée
solution particuliere de I’équation.

9
Calcul : y = ae* et9 =ae?donca = =

y = (eiz) e”* est la solution particuliére passant par (2;9)

3) L'égalitéi dy = 1dx estdutype: f(y)dy = g(x)dx et donc, a partir de I'énoncé,

on a séparé les variables x et y.

Définition : On appelle équation différentielle a variables séparables toute équation
pouvant étre mise sous la forme : f(y)dy = g(x)dx

Exemple :

Résoudre: y' = —%y

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Equation différentielle

Equation différentielle du premier ordre
Une équation différentielle du premier ordre est une relation de la forme R(z;y;vy’) = 0 avec

1
y=y(x) ety =y (x) = =
dx

Equation & variables séparées
L’équation est du type g(y)y' = f(x)

La solution générale y est telle que /g(y) dy = /f(it) dx

JDM — Collége Voltaire 5
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Remarque :

Dans les équations différentielles a variables séparables g(y)y' = f(x), la fonction g est
supposée continue sur un intervalle.

Si de plus g ne change pas de signe sur cet intevalle, alors la fonction G est strictement
croissante ou strictement décroissante (cf corollaire du TAF) et admet une réciproque.

Exemple:3y'y? —x =0 équation différentielle a variables séparables
Cette équation est équivalente a : 3y2y’ = x  équation différentielle a variables séparées

Ici,
Gy)=3y* etf(x)=x
donc

1
G =y’ et Flx) =5x*

On obtient donc :

>y = §x2+c,cEIR§

Exercice : Vérifier cette solution en calculant 3y?y’ a partir de la fonction y trouvée.

Remarque : Méme si la fonction G admet une réciproque, il n’est pas toujours facile de la
calculer:

Prenons : (3y2+ 1)y’ = 10x équation différentielle a variables séparées

Ici,
gy) =3y +1 et f(x)=10x
Dong,
Gy)=y3+y et F(x)=5x?
(Ici, g est positive sur R. G est donc croissante et admet une réciproque)

On obtient donc :
f(3y2+1)dy: flOde:>y3+y:5x2+C'CeR

A partir de cette solution générale sous forme implicite, il n’est pas facile de trouver la forme
explicite de la fonction y. (cad, d’écrire : y = ---, en fonction de x uniquement.)

» Equations différentielles Série 2
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3. Equations homogenes du premier ordre

Exemple : Résolvons I'équation (y —x)y'+y =0

_o-dy
dx
dy ___ Y
dx y—Xx
Y
dy _ "%
dx Y =X
X
Y
ay _ % _ )
dx Y _4q x
X
Poser:t = %
N’oublions pas que :% = t(x) y estune fonction et t sera une fonction & variable x
Donc:y(x) =t(x)x =2y'(x)=t"(x) - x+t(x)-1 ﬁ%z%-x+t
Reprenons la résolution : ?as de soucis
Tom
dt t oy Vew de X
- t=——
dx X+ t—1
dt t .
= — -
dx t—1
dt —t—t?+¢t
= — =
dxx t—1
-1 1
=——dt=——dx
t X
1 1
:f(——t_z)dt=f——dx
t X
> njt|+t7 = —In|x| +c¢
1
= n|t|+ In|lx|+-—=c¢ ortx =y
In|tx| t

= In| |+x
n —=C
Y y

= ylnlyl| +x =cy
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Remarques :

1) Pour résoudre cette équation, nous avons adopté la démarche suivante :

nous avons exprimé y’' comme fonction de %
y

X

Dans I’exemple, on avait : f G) = @)1

Cette fonction f est caractérisée par le fait qu’elle est invariante par le changement de
(x;y) en (Ax; Ay), c’est-a-dire : 'image de (Ax; Ay) par f vaut I'image de (x; y) par f.

En effectuant la substitution t = %, NOus avons pu nous ramener a une équation a variables

séparables.

2) La solution générale y(x) de I’exemple considéré n’a pas pu étre exprimée sous la forme

explicite : y = f(x).
Elle a été exprimée sous forme implicite, c’est-a-dire comme une fonction de x et de y(x).

3)
Définition : On appelle équation homogéne du premier ordre toute équation différentielle

du premier ordre pouvant étre mise sous la forme y’' = f G)

ax+by+c

vent la pluspart du temps étre ramenées a
p— peuve pluspart du temps étre enées

4) Les équations de la forme y' =

des équations homogenes.

Pour cela, il faut effectuer les changements de variables suivants :
x=u+h ety=v+k
oU h et k sont des nombres réels déterminés par le fait que I’équation de I’énoncé devra
étre ramenéa:
dv au+ bv

E_eu+fv

x+y-3

Exemple:y’ = )

Que peut-on trouver dans la table CRM ?
Equation homogéne
L’équation est du type ¢’ = f(ﬂ)

x

L

On pose z = J pour obtenir I’équation & variables séparables z + xz’ = f(z) et puis on résout
x

1

I’équation & variables séparées ———— - 2/ = —

f(z)—=z x

» Equations différentielles Série 3
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4. Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Définition :

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre tout équation différentielle
de la forme :

A(x)y' + B(x)y = C(x)

Remarque :

Si A(x) # 0, on peut diviser les deux membres de I’équation par A(x) et une équation
différentielle linéaire du premier ordre s’écrira alors :

y'+f(x)y=gkx)

Vocabulaire :
e V' + f(x)y = g(x) est appelée équation avec second membre.
e V' + f(x)y = 0 est appelée équation sans second membre.

Le résultat suivant expliqgue comment déterminer la solution générale d’une équation
différentielle linéaire du premier ordre :

Exemples : (Que nous allons étudier)

¥y

) .
= cos(x) + Sinlx
1) y+2y=x 5+ p

2) y'+y = cos(x)+ sin (x)
3) y'+ y-tan(x) = sin(2x)

Evidemment !
Il ne faut pas toujours
suivre des formules
magiques ! Il faut
parfois observer !
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Théoreme :

La solution générale d’une équation différentielle linéaire du premier ordre s’obtient en
ajoutant a une solution générale de I’équation sans second membre une solution
particuliere de I'’équation avec second membre.

Preuve :

a) Solution générale de I’équation sans second membre :

y'+fx)y=0
y—_
Ir f)y
= 1d = —f(x)dx
y =

= In(ly]) = —ff(x)dx +c
= Iyl — e—ff(x)dx+c
> |y| = e Jr@adx. gc

:y:e—ff(x)dx_ec Ouy:_e—ff(x)dx_ec

Comme e€ > 0 pour toute valeur de ¢ et comme y = 0 est solutionde y' + f(x)y = 0,0na
finalement :

Y 4+f)y=0 ©@y=k-e J/®& gpeck e R

Est-ce que
cette formule
est dans 1la
table CRM ?

JDM — Collége Voltaire
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b) Solution générale de I’équation avec second membre :

Si I’'on n’arrive pas a deviner (voir exemple 1) ci-apres), puis a prouver qu’une fonction est
solution particuliere de I’équation avec second membre, il existe une méthode appelée
méthode de variation de la constante.

On définit la fonction : y(x) = K(x) - yo(x) ol y,(x) est une solution de I’équation sans
second membre ( voir a) ).

Ona:
y'(x) = K'(x)yo(x) + K(x)yo(x)
c'est-a-dire 1y’ = K'yy + Ky,'

y(x) = K(x)yo(x) est solution de I’équation avec second membre : y' + f(x)y = g(x)

équation de départ

e K'yo+ Kyo + f(x)Kyg = g(x)
! y

& K'yy =gx)
car Ky, + f(x)Ky, = 0 puis que y, est
solution de I’équation sans second membre.

X
wr = 9%
@ Yo
X
@K(x)zfg dx+c,ce€R
Yo
X
s yk) = (fg( )dx+c )yo(x) ,Cc ER
Yo
X
s y) = (f 9 )dx>y0(x) + cyo(x) ,cER
Yo solution générale de l' équation
solution particuliére (c=0)de sans second membre

' équation avec second membre

CQFD
Exemples
1) Résoudre I'équationy' + 2y = x
C’est une équation du premier ordre linéaire avec

f&x) =
Et

glx) =
y +2y=x

JDM - College Voltaire 11
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Résolvons I’équation y' + 2y = x avec deux méthodes :

Méthode 1:

Devinons: f(x) = ax + b donc f'(x) = a
Dans I’équation: a + 2ax + 2b = x
Résolvons : (2a)x + (a+2b) =x+0

On obtient le systeme :

Donc: f(x) = %x —i

_ 1 1

Onadonc:y = ke ™ + SX—3

7 N
zc)i?[tizgi::m? par devinette

Méthode 2 : Variation de la constante

Prenons la solution obtenue par la partie a) du théoréme :
y = ke

Posons : y(x) = k(x)e™2* (*)

Reprenons I'équation : y' + 2y = x

On obtient : K'(x)e 2% + k(x)(=2)e™2* + 2k(x)e % = x

X
e—2X

SK'xe*=x o©Kk)=

& K'(x)=xe?*

K(x) = fxezxdx

D S —
par parties

1
fra)=e™ = f(x) = e

gx)=x =2g'(x)=1

o K(x) =e?* (%x —%)

Ainjecter dans (*) :

y(x) = k(x)e™%* = e?* (lx —1) e = %x ~1

2 4

JDM — Collége Voltaire
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Deux autres équations différentielles résolues :

ED

2) Résolution de I’équation différentielle : y' + y = cos(x) + sin (x)

a) Cette équation a pour solution particuliére sin(x).

b) e, a € R, est la solution généralede ' +y=0.
y Ty

c) En vertu du théoreme ci-dessus, la solution générale de cette équation est :

y=sin(x)+ae ", a € R.

J

(

N

3) Résolution de I’équation différentielle : y' + y - tan(x) = sin(2x)

On résout I'équation '+ y-tan(x) =0 en séparant les variables.

y'=—y-tan(x)

R tan(x)

In |y| =In |cos(x)| +C
y = a cos(x) ,a ER
En posant y = a(x)cos(x), on obtient
a'(x) cos(x) — a(x)sin(x) + a(x)cos(x) tan(x) = sin (2x)

(x) :
a'(x) cos(x) —a(x)sin(x) + a(x)/os(/f sin = 2sin(x) cos(x)
C08€%)

a'(x) cos(x) — ar(x)six) + a(x)sin(x) =2sin(x)cos(x)
a'(x) cos() = 2sin(x) cos(¥)

a'(x) = 2sin(x)

dont la solution générale est a(x) =—-2cos(x)+ 4,4 € R.
Ainsi, la solution générale de |'équation proposée est :

y=-2cos’(x)+ Acos(x), A € R.

JDM — Collége Voltaire
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Résumé de la méthode de résolution :

1) Sil’on trouve une solution particuliére y,(x) de I’équation avec second membre,
alors

y(x) = ke~ I /@ 4 30 (x)

2) Sil’on ne trouve pas une solution particuliére y,(x) de I’équation avec second
membre, alors :

y(x) = <f%dx+ c) yo(x), c€R

ou Yy, (x) est une solution de I’égquation sans second membre.

Remarque :
Déterminer la solution générale d’une équation différentielle linéaire du premier ordre
revient a déterminer deux primitives :

e Celle de f(x), pour avoir la solution de I’équation sans second membre

e Cellede f(—;;)), pour appliquer la méthode de variation des constantes.
0

Que trouve-t-on dans la table CRM ?

Equation linéaire
L’équation est du type v’ + f(z)y = g(z)

Cas ot g(x) =0

(

La solution générale est y = ce F®) ou F est une primitive de f et ¢ une constantk.

Cas général

La solution générale est la somme d’une solution particuliére p de I’équation et de la solution
générale de 1'équation sans second membre y' + f(x)y = 0 (cas précédent).

On peut trouver une solution particuliére en posant p(x) = c(x) e ¥'® ol ¢(z) est a déterminer en
remplagant y par p dans 1’équation différentielle donnée (méthode de variation de la constante).

» Equations différentielles Série 3 exercice 3
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5. Equations différentielles de Bernoulli

Définition :

On appelle équation différentielle de Bernoulli toute équation de la forme :

y' =fly+ gyt

Exemple: y' + xy = x3y3

Cette équation ressemble a une équation linéaire, sauf que le membre de droite qui est un
multiple d’une puissance de y.

Idée : diviser chague membre de I’équation par y3.

On obtient :

!

y X
Ry

3

Cette équation n’est toujours pas linéaire, mais pourrait le devenir en effectuant la
substitution suivante :

La résolution
ressemble a celle
des équations
homogénes du
premier ordre,

>t =G =2y
!
= y_3 =—=t
y
Avec cette substitution I'équation devient :
1 1 3 l 3
_Et +xt=x> & t' —2xt=-2x

qui est une équation différentielle linéaire du premier ordre dont la variable est la fonction

t(x)

Résolvons t’ — 2xt = —2x3

JDM — Collége Voltaire 15
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Résolution de I'équation : t' — 2xt = —2x3

1) Premiére étape: Résoudret’ —2xt =0

On applique la formule du paragraphe précédent : t = ke** etk €R

2) Deuxiéme étape : Méthode de variation des constantes :

Poser: t(x) = K(x)e** = t'(x) =K'(x)e*" + K(x)(exz), = K'(x)e*" + K(x)e* 2x
Dans I’équation : 1’(’(x)e"2 + K(x)exzzx — 2x1’((x)e"2 = —2x3
= K'(x)e*’ = —2x3
= K'(x) = —2x3e~*"

= K(x) = f(—2x3e‘x2)dx = e *x2 — f e~ 2xdx = x2e™ + e * = e (x2 + 1)

par parties

Donc t(x) = x?+1

Réponse: t(x) = Ke*  +x2+1 etK € R

3) Finalement : Retoura y :
1 1

1 2
—=Ke*" +x?+1 =>y?= >y =
y Kex2+x2+1 y \/Kex2+x2+1

y?

JKER

Méthode générale de résolution :

1) Diviser chaque membre de I’égalité par y™. On obtient : y ™y’ = f(x)y1™ + g(x)

2)Poser:t =y = t'=(1-ny™y =>yTy =—¢

L’équation devient :ﬁt’ =flt+gx) © t'+(n—-1)f)t=gx)(1—n) qui
est une équation différentielle linéaire du premier ordre dont la variable est la fonction

t(x).

3) Résoudre cette équation, puis revenir a la variable y.

» Equations différentielles Série 4

JDM — Collége Voltaire 16



4MA2 ED

6. Equations différentielles linéaires du deuxieme ordre

Preambule : Nous ne traiterons que les équations linéaires de deuxieme ordre a coefficients
constants, car il n’existe pas de méthode globale pour celles a coefficients non constants.

Rappel : une équation différentielle du deuxieme ordre est appelée linéaire a coefficients
constants si elle peut étre mise sous la forme :

ay" + by +cy=g(x), ouabcEReta#0
ler résultat :
Comme pour les équations linéaires du premier ordre, il existe une méthode permettant de

calculer la solution générale d’une équation linéaire du deuxieme ordre a coefficients
constants, décrite par le théoréme suivant :

Théoreme :

La solution générale d’une équation linéaire du deuxieme ordre a coefficients constants
s’obtient en ajoutant a la solution générale de I’équation sans second membre une
solution particuliere de I’équation avec second membre.

Ce théoreme ne sera pas démontré.

Solution générale de I'équation sans second membre :

L’équation sans second membre est: ay” + by’ + cy =0

Idée :

Pour que le membre de gauche ait une chance de s’annuler, il faut que y, y' et y"’ soient

« semblables ». Le seul type de fonction « semblables » a leurs dérivées étant des fonctions
exponentielles, on part de I'idée qu’une solution de cette équation est de la forme :

y(x) = ef*

Calcul :

‘ y(x) = eP* est solution de I'équation ay” + by’ +cy = 0

Abracadabra et te

et = a(er)" +b(ef) + cefr =0
& af?eP* + bpeP* + ceP* =0
& (ap? +bp +c)ef* =0

©af?+bf+c=0 caref*>0 VB,x

\ P est solution de I'équation: af? + bf + ¢ =0

JDM - College Voltaire 17
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Trois cas de figure peuvent donc se présenter

1) L’équation aff? + b + ¢ = 0 admet un discriminant positif,
c’est-a-dire: A> 0
Alors I’équation admet deux solutions réelles, notées f; et [5,.
La solution générale de ay” + by’ + cy = 0 sera alors :
y = AeP1* + BeP2*
2) L’équation af? + bB + ¢ = 0 admet un discriminant nul,
c’est-a-dire: A= 0
Alors I’équation admet une solution réelle, notées f3.
La solution générale de ay” + by’ + cy = 0 sera alors :
y = (Ax + B)eP*
3) L’équation a2 + bf + ¢ = 0 admet un discriminant négatif,
c’est-a-dire: A< 0
Alors I’équation admet deux solutions complexes, notées a + iff et @ — if5.
La solution générale de ay” + by’ + cy = 0 sera alors :

y = ((ky + k3) cos(Bx) + i(k, — k;) sin(Bx))e™*

y = (Acos(Bx) + Bsin(Bx))e*™

ED

Vocabulaire :

aB? + bp +c =0 estappelée équation caractéristique de I’équation
différentielle ay” + by’ +cy =0

Exemple : Résoudre : 5y +y' —4y =0

a=5b=1c=-4

4
A: 81,ﬁ1 = _1 etﬁz zg

4
Donc deux solutions : y = e5* ety = e™*

4
Toutes les solutions : y(x) = Aes* + Be ™ ,avec A,B € R

JDM — Collége Voltaire
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Solution particuliere de I"’équation avec second membre :

L'équation estay” + by’ + cy = g(x)

Méthode :

1) « Deviner » une solution particuliére y, de ay” + by’ + cy = g(x) en vous aidant
de votre intuition ou de la table CRM

2) Substituer y par y, dans I’équation, réduire le membre de gauche, puis comparer
les deux membres de I’équation pour déterminer y;,.

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Equation différentielle du deuxiéme ordre

Une équation différentielle du deuziéme ordre est une relation de la forme R(z;y;y'; y")=0

On note ¢; et ¢y deux constantes.

Equation linéaire a coefficients constants
L’équation est du type ay” + by’ + cy = g(z) avec a # 0

Cas ot g(z) =0

La solution générale dépend de 1’équation caractéristique ar?+ br +c =0

Si cette équation posséde . .. la solution de ’équation différentielle est . . .
deux solutions réelles 11 et 19 y=cre" + e

une solution réelle y=(c1z +cg)e™

deux solutions complexes p =+ qi | y = €P®(cy cos(qz) + c2 sin(qz))

Cas général

La solution générale est la somme d’une solution particuliére p de ’équation et de la solution
générale de 1’ équation sans second membre ay” + by’ + cy = 0 (cas précédent).

Pour trouver une solution particuliére p on tient compte de la forme de g en suivant les indications
du tableau ci-dessous.

On note «, 3, A, K, it et w des nombres réels.

Lorsque g est du type ... on pose comme solution particuliére p . ..

un polynéme de degré n sic#0
polynome de degré n un polynéme de degré n +1 sic=0etb#0

un polynome de degré n+2 sib=c=0
g(z) = Ne p(x) = a e ou p(x) = ax e ou p(r) = ax? e
g(x) = Asin(wz) p(z) = asin(wz) + [ cos(wz) ou p(z) = ax cos(ww)
g(x) = Acos(wz) p(z) = asin(wz) + 5 cos(wz) ou p(xr) = awx sin(wz)
g(z) = e (Asin(wz) + g1 cos(wz)) p(z) = e (asin(wz) + 5 cos(wx)) ou

p(z) =z e"®(asin(wz) + 3 cos(wr))
combinaison linéaire des types une combinaison linéaire des solutions particuliéres
précédents proposées pour ces différents types

Lorsque plusieurs possibilités sont proposées pour p, on les essaiera dans I'ordre indiqué.
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Exemple : Résoudre : 5y" +y’' — 4y = 8x3 — 2x% + 2x

5y" +y —4y =8x3 — 2x%* + 2x
1) Onadéjarésolu:5y”" +y' —4y =20
y(x) = Ae%x + Be™ ,avec A,B € R
2) Idée (CRM):
yp = ax®+bx*+cy+d

=y, = 3ax* + 2bx +¢

=y, = 6ax + 2b
Dans I’énoncé :
5(6ax + 2b) + 3ax? + 2bx + ¢ — 4(ax3® + bx* + cy + d) = 8x3 — 2x? + 2x

(—4a)x®+ (3a — 4b)x? + (30a + 2b — 4c)x + (10b + ¢ — 4d) = 8x3 — 2x2% + 2x

On obtient le systeme :
—4a =8 a=-2
3a—4b =-2 N b=-1
30a+2b—4c=2 c=-16
10b+c—4d =0 d=-63

On trouve donc :
yp = —2x% —x*—16x — 6,5

La solution finale est donc :

4
y(x) = Ae5* + Be ™ — 2x3 —x? —16x — 6,5

JDM — Collége Voltaire
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7. Résumé des méthodes de résolutions vues dans ce cours

Il est évident que nous n"avons pas traité tous les types d’équations différentielles

résolubles.

Par ailleurs, il existe des équations différentielles que nous ne savons pas résoudre ; on peut

alors parfois obtenir une approximation numérique des solutions de telles équations en
utilisant, en particulier, une notion appelée série de fonction.

L’organigramme ci-dessous résume ce que nous avons traité dans ce cours :

L’équation de I’énoncé est-elle linéaire ?

QOui

Résoudre
I’équation sans
second membre,
Puis faire varier la
constante

Oui

Oui‘/////// \\\\\\\\* non

L’équation est-elle du premier ordre ?\

L’équation est-
elle a coefficients
constants ?

Résoudre I'équation sans
second membre (a I'aide de
I’équation caractéristique),
puis chercher une solution
particuliére de I'énoncé et
enfin ajouter les solutions
obtenues

JDM — Collége Voltaire

M

non

non
Oui
non
v
Les ?7??
variables
sont-elles
séparables ?
non

Oui

Apreés avoir séparé
les variables,
intégrer chaque
membre de
I’équation

Oui

Substitution pour la
mettre sous forme
« variables
séparables »

L’équation peut-elle étre
ramenée a une équation
homogene ?

\ non

Est-ce une
équation de
Bernoulli ?

La
transformer
en équation
linéaire

OT////////\\\\‘

7?7
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