2mal Analyse

Analyse

Nombre de personnes ~ Nombre de leurs contacts Nombre supplémentaire de
. . 1 Recherche des contacts* en isolement en quarantaine personnes en quarantaine
Motivation /S [S— 1T
Figure. Evolution des cas de COVID-19 confirmés en laboratoire, hospitalisations et décés depuis l'ntroduction de l'obligation de
déclarer, en Suisse et dans la Principauté de Liechtenstein. Ligne : moyenne mobile sur 7 jours (la valeur pour chaque jour J est la
muyengqee;:?:r la période allant de J - 3 jours & J + 3 jours). i —
Sans étre formulé en des termes d’images et d’antécédents, la
! g
détermination d’une quantité a partir d’'une autre est un type de °
taches omniprésent dans la lecture d’un tableau de nombres ou T — o
d’un graphique, qu’ils soient issus de la vie courante ou internes a i i"
une situation mathématique ; par contre, rares sont les e
déterminations ayant recours a I'algébre dans la vie courante,

hormis des calculs d’images tels le calcul de I'imp6t sur le revenu,
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Date

ou des calculs tel celui de I'indice de masse corporelle.

Il convient de distinguer les techniques finalement assez Eiab:120.00.2020 —— AR I
Nombre A ol 10Q 000 Nombre 10q 000
rudimentaires pour réaliser les types de taches citées dans la vie e ol batits habiants
. . , . Prip:ipauté de Liechtenstein 100 +2 260.6 8 20.8
courante, des techniques utiles lorsqu’on veut étudier un e i w5 = 2
. N . . Hospitalisations
phénoméne fonctionnel dans le cadre des sciences Lk e = B2 S o
. , . Pripcipau(é de Liechtenstein 1 +0 2.6 0 0
expérimentales et des mathématiques : S £ r— E =
;Z‘S;IS — 910 283 +9209 10 605.8 46 557 542.4
Proportion de tests positifs** 5.1% 3.8%
* sans aujourd'hui ** plusieurs tests posiifs ou négatifs sont possibles chez la méme personne

e Le vocabulaire (image, antécédent...), les définitions
(fonction croissante, maximum d’une fonction, ...), la théorie mathématique (notation f(x),
notion de fonction, ...) et les techniques algébriques des fonctions (monotonie, extrema) sont
absents de nombreux domaines de la vie courante, voire des autres disciplines, car ils ne sont
utiles que dans les situations ol une théorie mathématique est sous-jacente.

e Dans la méme veine, les valeurs d’une quantité qui rendent optimales une autre quantité ainsi
que les valeurs recherchées d’images ou d’antécédents sont des valeurs approchées, méme avec
une formule, car rechercher des valeurs exactes est souvent dénué de sens hors des
mathématiques.

e Lesinteractions avec I'algébre sont limitées a la recherche d’une quantité en fonction d’une
autre.

Bien souvent, dans une formule, apparaissent plusieurs lettres qui ont, selon les moments de
I’étude ou les situations, statut d’inconnues, de variables ou bien de paramétres.

Les méthodes pour élaborer ces lois et la recherche de la validité du modéle utilisent des outils
qui dépassent parfois le cadre de la théorie des fonctions.

Les problémes d’optimisation sont omniprésents dans notre société : ils consistent a la recherche d’un
«meilleur compromis possible» selon des critéres préalablement fixés : estimation de la température
maximale pour la prévision du temps, quantité minimale d’objets & produire pour dégager un bénéfice,
temps minimal pour atteindre un point donné du globe (routage maritime), fonctionnement le plus
adapté d’'une machine (couple maximal d’'un moteur, etc. )

! http://educmath.ens-lyon.fr/Educmath/ressources/documents/cdamperes/perfonctions-
seconde.pdf
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2mal

Matériel

Ce polycopié,
Les séries intitulées « Analyse Série ...» (AS1, etc.),

Formulaires et Table CRM (cours & épreuves)
Crayon, gomme, régle, feuilles
Une calculatrice personnelle non PRO

O O O O O O

Pour comprendre comment jouer a un nouveau jeu, il faut
commencer par lire les regles. En commencant a jouer, les
regles deviennent plus claires ; on commence a chercher
les limites et a faire des liens. Nous poserons donc des
définitions comme on pose une regle de jeu et puis nous
pourrons ainsi jouer pour aller plus loin ! Votre but sera
donc de chercher les limites, les failles ; ce qui permet

d'établir si la définition ou I'architecture est solide.

1. Fonctions

1.1 Rappels :

Livre de la CRM Notions élémentaires (pour les cours),

Analyse

Notions
élémentaires

L/ANALYSE,
C'EST L’ETUDE DES
FORMULES
MAGIQUES ?

PLUSIEURS
BOITES DE JEUX
(CHAPITRES)

ET INVENTER DE
1  NOUVELLES
REGLES
(FAIRE DES
LIENS)

Définition : Une fonction est définie par:

1) Un ensemble A appelé ensemble de départ, ou source.

2) Un ensemble B appelé ensemble d'arrivée, ou but.

3) Une régle de correspondance, qui a chaque élément de I'ensemble de départ x € A
fait correspondre zéro (aucun) ou un élément de I'ensemble d'arrivée y € B.

llustration :

Remarque : Si a chaque élément de I'ensemble de départ la régle de correspondance associe
exactement un élément de I'ensemble d'arrivée, il s'agit d'une application.
Lorsque cela n'est pas précisé, nous prendrons comme ensemble de départ et d'arrivée

I'ensemble des nombres réels.
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2mal Analyse

Vocabulaire et notation :
e On désigne souvent une fonction par les lettres f,gou h

e Six appartient a I'ensemble de départ A et y est un élément de I'ensemble d'arrivée B qui
correspond a x, y est appelé I'image de x (x posséde au plus une image)

e x est appelé une préimage de y (y peut posséder zéro, une ou plusieurs préimages)

e Sion désigne la fonction par f alors on note : f(x) l'image de x

e Onnote:f:x+— f(x) =y deAversB ——
équivalent

:{f:f(xby

1.2 Exemples de fonctions
1)A={-1;,0;1;2;3;4}; B=Ry et f = {(—=1;1);(0;0); (1;1); (2;4); (3;9); (4, 16)}

a2

g:-R-R
3){ x4

1.3 Contre-exemples (ne sont pas des fonctions)

1)A=1{-1;0;1;2;3;4};B =R, et
m = {(—1;1);(0;0); (1;1); (2;4); (—2;4); (3;9); (4, 16)}

2) k:x = vx de Rvers R
1
3)y=24=B=R

e Comment transformer ces 3 contre-exemples en exemples ?

Exercice :

(R—->R
f'{xr—>x2+5x+6=f(x)
L'image de —4 est
L'ensemble des préimages de 2 est f~1(2) = { }, car

f est une fonction de R dans R. C'est une fonction réelle.
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2mal Analyse

1.4 Définitions et rappels

Définition : Le domaine de définition (ou ensemble de définition) d'une fonction f est I'ensemble
des nombres appartenant a R qui ont une image par f. Cet ensemble est noté Dy

Le graphique de f est la représentation géométrique des couples de coordonnées (x; f(x)) ol

X € Dy.

Rappels concernant des domaines particuliers :

Exemple: f(x) = xxTz
1) Le dénominateur d'une fraction Dy =

Exemple: f(x) = Vvx — 3
2) Les racines paires (oug(x) = Yx—3)

Exercice : Quel est le domaine de la fonction suivante :

QUE SE PASSE-T-IL
S’IL N'Y A PAS DE
FRACTION ET PAS DE
X RACINE 7
fl) =% D, =

x+1

PAS DE
PROBLEME DE
DOMAINE DONC ON A
TOUS LES NOMBRES

MAIS ATTENTION
ON VA RENCONTRER
UNE NOUVELLE
FONCTION CETTE
ANNEE!

R-R
Exercice : f: { ”

x—x2+5x+6=f(x)

Le domaine de définitionde fest.......................

Le graphique de f sur lintervalle [7; 5] est 4

Tableau de valeurs :

x -5 —4 -3 | 2] -1]0] 1
f&)
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Définitions :

e L'ordonnée a I'origine d'une fonction réelle f est I'image de 0. Elle se note f(0)
e Les zéros d'une fonction réelle fest I'ensemble des préimages de 0. Elle se note f~1(0)
Autrement dit, c'est I'ensemble des nombres x ayant 0 (= y) comme image.

R->R

Exemple : fi{x._>x2+5x+6=f(x)

L'ordonnée a l'originede fest............. ... ...t

Les zéros de f est I'ensemble Z; =

x—2
x2—4

Exemple: f(x)=

L'ordonnée a I'origine de f eSt.....ccoviiiiiiieiiiiieece e

Les zéros de f est I'ensemble

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Fonction réelle d’une variable réelle

On note f et g deux fonctions réelles d’une variable réelle .

L’image de z par la fonction f est notée f(z).

L’ensemble de définition de la fonction f, noté Dy, est 'ensemble des nombres réels qui ont une

image par f.

L’ensemble image de la fonction f, noté Im(f), est I'ensemble de toutes les images par f des

éléments de Dy.

Le graphe de la fonction f est I'ensemble des couples (z; f(z)), ou = € Dy. La représentation
graphique de la fonction f est la courbe d’équation cartésienne y = f(z) dans un plan muni d’un

systéme d’axes perpendiculaires.

Caractéristiques d’une fonction

Zéro

Le nombre a est un zéro de la fonction f si| f(a) =0

JDM — College Voltaire
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2mal Analyse

1.5 Egalités de deux fonctions

Définition : Deux fonctions f et g sont égales si

e Elles ontla méme source 4 et le méme but B
e Pour tout élément de la source 4, f(x) = g(x).

Exemple :
A=1{-1;0;1;2;3;4}; B=R, et f ={(-1;1);(0;0); (1;1); (2;4); (3;9); (4;16)}
etg:x » x2de A ={-1;0;1;2;3;4} vers R.

f et g sont égales.

Contre-exemple :
A=R;B=Retf(x)=x
et g:x » Vx? de Rvers R

f et g ne sont pas égales

e Pourquoi ne sont-elles pas égales ?

e Comment les rendre égales ?

JDM — College Voltaire



2mal Analyse

1.6 Représentations des fonctions

a) Diagramme de Venn

On consideére la fonction f:x = +/x de {0; 1;4;9; 16; 25} vers Z.
Complétez :

{0;1;4;9;16; 25} Z

b) Représentation dans un repere

On considére la fonction f: x — x? — 1 de [—2; 3] vers R.

A compléter:

-+
(=]
(&)
=
w
(S
=
-
o4
[REE
o
-+
(=7}
-~
(=]
-+

» Analyse Série 1 exercices 1a 4
» Analyse Série 2 exercice 1 a)
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2mal Analyse

2. Opérations sur les fonctions

a) Multiplication d’une fonction par un nombre

Définition : On considére un nombre réel A et une fonction f de A vers R. On note Af la

Af:A—>R Notation : (Af)(x) = 1 f(x)

fonction définie par {x oA f(x)

Exemple: f(x) =x?+3 et 1=5
Ona:(Af)(x)=21-f(x) =

Remarque : (—1)f est noté - f

b) Somme de deux fonctions

Définition : On considére deux fonctions f et g de méme source A. On appelle somme de f

f+g:4-R Notation: (f + g)(x) = f(x) + g(x)

et g la fonction définie ar{
g N EEINEPT e & F(0) + g

Pour définir la soustraction de deux fonctions: f —g = f + (—g)

Exemple: f(x) =x2+3 etg(x)=2x—4
Ona:(f+g)(x) =f(x)+gkx) =
et(f—g)x) =f(x) —gx) =

c) Produit de deux fonctions

Définition : On considére deux fonctions f et g de méme source A.
On appelle produit de f et g la fonction définie ar{ frg:A—=R
i ini
ppelie p ) Par . s Fx) - g(x)

Notation: (f - g)(x) = fg(x) = f(x) - g(x)

Exemple: f(x) =x2+3 etg(x)=2x—4

Ona:(f-g)(x)=fglx)=f(x) glx)=

JDM — College Voltaire 8



2mal Analyse

d) Quotient de deux fonctions

Définition :

On considere deux fonctions f et g de méme source A. La fonction g n"admet pas de
L:A - R
zéro dans A. On appelle quotient de f par g la fonction définie par { ? F)
> —

X
g(x)

(L _ I
Notation : (g) (x) = 700

Exemple: f(x) =x2+3 etg(x)=2x—4

Ona:(ﬁ)(x)z%z

e) Composée de deux fonctions

Définition :

On considére une fonction f de A vers B et une fonction g de B vers C.

On appelle composée de f et de g notée g o f, lu « g rond f » définie par:
gef:A-C
x = g(f ()

Notation : (g ° f)(x) = g(f(x))

Diagramme de Venn :

Exemple: f(x) =x2+3 etg(x)=2x—4

Ona:(go ) =g(fx) =

et(fog)(x) =f(g(x) =

On remarque donc que :

JDM — College Voltaire 9



2mal Analyse

Exemple : f et g sont deux fonctions de R vers R

Soient les fonctions f:x - x + let g: x - x?

f g
Effectuons la composition: x > (x + 1) = u > u? = (x + 1)?

Autre notation: (g o f)(x) = g(f(x)) =gx+1)=(x+1)?;

Donc:gof:x - (x+1)>de Rvers R

. , g f
Effectuons la composition dans 'autre sens: feg:x 5> x? =u>u+1=x%+1

Onconstateque: (gof # fog

Exemple: f(x) =x2+3 etg(x)=2x—4

Ona:(gofx) =g(f(x)) =

et (fog)(x) =f(g(x) =

TROP BIEN !
TOUTES LES
FORMULES
IMPORTANTES
SONT DANS LA
TABLE CRM !

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Opérations sur les fonctions

Addition f+9|(F+9)) = flz)+g(x)
Soustraction f=g|(f-9)(x) = f(z)—g(z)
Multiplication f-g| (f-9) = flx)g(x)
Multiplication par unréel A | A-f | (A-f)(z) = Af(2)
Division % (%) (z) = ;Ex))
Composition gof | (gof)lz) = 9(f(17))

» Analyse Série 1 exercices 5a 7
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2mal Analyse

3. Propriétés des opérations sur les fonctions

1. L'addition et la multiplication des fonctions sont commutatives :

ftg=9g+fetf-g=g-f

2. L’addition, la multiplication et la composition des fonctions sont associatives :

f+g9)+h=f+@+h
f-9)-h=f(@h
(fegleh=fe(goh

3. Elément neutre :

a) La fonction nulle : ky: x = 0 est I’élément neutre pour I'addition des foncions :
ko+f=f+ko=f

b) La fonction constante 1: k;: x = 1 est I’élément neutre pour la multiplication des
fonctions: k- f=f-ki=f

c) La fonction identité : Id: x — x est I’élément neutre pour la composition des fonctions :

Idof=fold=f

Ces définitions vous sembleront bien naturelles mais en 42™¢ année, vous S
découvrirez des objets qui ne bénéficieront pas de toutes les propriétés uSpe_nSe
citées ci-dessus.

4. Injections, surjections et bijections

{ A - B

Flx w00

Pour définir une application de A dans B, nous avons uniquement considéré ce qu’il
advenait des éléments de la source A :

"f est une fonction si chaque élément de A possédent une et une seule image dans B."
On ne s’est en revanche pas préoccupé des éléments du but B. Nous allons maintenant

affiner notre étude des applications en considérant certaines d’entre elles selon leur
comportement au but.

JDM — College Voltaire 11
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1. Injections

Définition :

Une application f de A vers B est une injection si et seulement si tout élément y du but B
possede au maximum une préimage x dans A.

Remarque : . .

Injectif :
Si f est une injection, tous les éléments du but possedent 0 Chaque client aimerait une
oul préimage. chambre sans la partager

avec un autre client.

Pour vérifier qu’une application est injective, il faut donc
montrer qu’aucun élément du but ne posséde plus d’une
préimage. R

Mais pour vérifier qu’une application n’est pas injective, il
suffit de trouver un élément du but qui possede plus de 1

préimage. f: A > B est injective si
Vxy, X, €A, X #F X, = f(x)) # f(xz)

Exemple d'une fonction Injective :

O O

Pour vérifier si f est injective, il suffit de résoudre I’équation f(a) = f(b) pour voir sil'on
peut trouver des éléments a et b du but différents mais qui ont la méme image.
Si oui, f n"est pas injective ; si non f est injective.

Exemple : Montrons que f : x> —4x + 5 de R dans R est bien injective.

f@)=fb) ©®—-4a+5=—-4b+5 ©—-4a=—-4b © a=0b

JDM — College Voltaire 12
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AH UN EXERCICE !

Exercice : Montrons que f : x = 3x — 9 de R dans R est bien injective.

Contre-exemple : Montrons que f: x — (x + 1)? n’est pas injective.
(a+1)?2=0MB+1)?> ©a+1=+(b+1)
Comme ontrouve:a = beta = —b — 2, la fonction n’est pas injective.

Un contre-exemple suffirait: f(1) = f(—3) =4

Exercice : Montrer que f(x) = x? — 1 n’est pas injective

Méthode algébrique :
Pour vérifier si f est injective, on vérifie que chaque y de B posséde 0 ou 1 préimage (mais pas plus !)

1) On prend un élément du but, on dit qu’il est I'image de a en le notant : f(a)
2) On dit que c’est aussi I'image de b : f(b)
3) On pose donc : f(a) = f(b)

4) En résolvant I’équation, on vérifie si cet élément de B possede une seule préimage (injectif) ou plus
(pas injectif)

On obtient que a=b, on n’a trouvé qu’une préimage possible

/1 -> fonction injective
2 possibilités :

On obtienta=boua#b, onatrouvé 2 préimages différentes
-> fonction non-injective

Méthode numérique : (si on sait que la fonction ne sera pas injective) :

Calculer un contre-exemple ou on a la méme image pour deux préimages différentes

JDM — College Voltaire 13
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2. Surjections

Définition :

Une application f de A vers B est une surjection si et seulement si tout élément y du but B
possede au minimum une préimage x dans A.

Surjectif:

Remarque :

CHAQUE CHAMBRE
DOIT AVOIR AU MOINS
UN CLIENT !

Si f est une surjection, chaque élément du but possede
1 préimage ou plus.

Pour vérifier qu’une application est surjective, il faut
montrer qu’aucun élément du but ne posséde pas de
préimage par f. Réception
Mais pour vérifier qu’une application n’est pas
surjective, il suffit de trouver un élément du but qui ne

f:A - B est surjective si
possede pas de préimage. 7 VyEB Ax€A|f(x) =y

Exemple d'une fonction surjective : : :

Pour vérifier si f est surjective, il suffit de résoudre I’équation f(x) = y pour voir si 'on
peut trouver un élément x de la source pour n‘importe quel élément y du but. Si oui, f est
surjective ; si non f n’est pas surjective.

Contre-exemple : Montrons que f: x — (x + 1)? de A = R vers B = R n’est pas surjective.

y=(x+1)2
iﬁ=x+1

x=—1i\/§

Domaine:y = 0doncD = [0;o[or B =R
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Exercice : Montrons que f: x = (x + 1)? de Rdans R n’est pas surjective.

Exemple : Montrons que f : x = —4x + 5 de R dans R est bien surjective.

y=—-4x+5
y—5=—4x
_Y—5S
A—

Domaine D = R = B donc f est surjective.

Exercice : Montrons que f: x = 3x — 9 de Rdans R est bien surjective.

Méthode algébrique: f: A —> B

1) f() =y
2) lIsolerx
3) x =#xx

4) Déterminer le domaine de **x

- Sile domaine = B (ensemble d’arrivée de f) alors f est surjective
- Sile domaine # B alors non.

Définition :
Soient f et g deux applications tellesque f: A > Bet g: A’ > B avec A’ c A.
On définit g est la restriction de f a A, ou f est un prolongement de g a 4 si, et seulement si,
pour tout x € A’, ona que f(x) = g(x).

JDM — College Voltaire 15
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3. Bijections

Définition :

Une application f de A vers B est une bijection si et seulement si f est a la fois une injection
et une surjection.

Exemple d'une fonction bijective :

U O

= Pour vérifier qu’une application est bijective, il faut montrer qu’elle est d’une part

Remarque :

injective, d’autre part surjective.

Si f est une bijection tous les éléments du but possédent une et une seule préimage.

Exercice :

a) Est-ce que f(x) = 2x — 3 est une bijection ?

b) Est-ce que x2? — 4 est une bijection ?

JDM — College Voltaire 16
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2mal
Résumé :
Injectif Surjectif Bijectif
Francais Une application de A Une application f de A vers B est | Une application f de A
vers B est injection si et | surjection si et seulement sitout | vers B est une
seulement si tout élément y du but B possede au bijection si et
élément y du but B minimum une préimage x dans seulementsi f estala
possede au maximum A. fois une injection et
une préimage x dans A une surjection.
Maths f(xy) = f(xy) Vy € B 3x € Atel que f(x)
= X1 =X = y
Diagramme
y [SURjECTION [BifECTioN )
de Venn g X Y X h Y
)‘X'Q: Y /’Efq Py X=0n
/ O%——’;.O l"‘.z g k ] "" / "‘..
\ [ o | ( o—*—‘—-o |
l 0 ‘I | . : / \ ,' { / \ "l
\ o | _““.ol- /" ) ““
Graphique Pour vérifier qu’une Pour vérifier qu’une application Pour vérifier qu’une

application est injective,
il faut montrer
gu’aucun élément du
but ne possede plus
d’une préimage. Mais
pour vérifier qu’une
application n’est pas
injective, il suffit de
trouver un élément du
but qui ne posséde pas
que O ou 1 préimage.
Si f est une injection,
tous les éléments du
but possédent O ou 1
préimage.

est surjective, il faut montrer
gu’aucun élément du but ne
posséde moins d’une préimage.
Mais pour vérifier qu’une
application n’est pas surjective, il
suffit de trouver un élément du
but qui ne possede pas de
préimage.

application est
bijective, il faut
montrer qu’elle est
d’une part injective,
d’autre part
surjective.
Si f est une bijection
tous les éléments du
but possédent une et
une seule préimage.

JDM — College Voltaire
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2mal Analyse
4. Application réciproque

Si une application f fait correspondre a tout élément x de la source un élément y du but, la
réciproque fera correspondre a tout élément y du but I’élément x qui est sa préimage : cela
n’est possible que si ce x existe et est unique, c’est-a-dire si f est bijective.

f
ulire—
N

~N— —

NE PAS
CONFONDRE LA
RECIPROQUE D’UNE

FONCTION BIJECTIVE
AVEC LA RECIPROQUE
D’UN THEOREME.

Définition :
Soit f une application bijective de A dans B.
L'application réciproque de f, notée " f, de B dans A sera définie par :

) =xef@=y -

Théoreme :
Soient f une application bijective de A dans B et " fsa réciproque de B dans A.

Alors (T e f)x) =x et (Fo "Ny =y

Exemple : Déterminons la réciproque de la bijection: f : x » —4x + 5

y=—-4x+5

donc: "f (x) = =%

Vérifions : T (f(x)) = 5_(_:“5) = 5+4:_5 = %x =x

Exercice : Déterminer la réciproque de f:x - x + 1 de R dans R, une bijection.
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Notation : L’application réciproque est parfois notée f ~! au lieu de " f mais cette notation
N N . — .. . 1
peut préter a confusion car f ! peut aussi signifier : I

Remarque :
f étant une bijection, " f est nécessairement aussi une bijection.

Il existe une propriété graphique reliant une application f et sa réciproque "f :

La représentation graphique de f et de sa réciproque sont symétriques par rapport a la
droitey = x

Exemple : Soit f:x +— x% dans R, dans R,. La réciproque de f est: "f:y - /x

Méthode :

1) Représenter f

2) Représentery = x

3) Effectuer la symétrie de f par rapportay = x, c’est 'f

» Analyse Série 2 exercices 4 a 7 + Série 3
» Notions élémentaires p. 17 ex 26 a 29

Nous allons maintenant étudier des fonctions particulieres : fonctions exponentielles,
fonctions logarithmiques, fonctions polynomiales, fonctions rationnelles et fonctions
trigonométriques.
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