4MA2 Analyse

Analyse

Ce chapitre mélera tout ce qui a été étudié jusqu’a présent : études de fonctions, calculs de
limites, astuces algébriques, régles des puissances et retour aux exponentielles et
logarithmes.

Matériel :

e Monographique CRM n°25 : FUNDAMENTUM de mathématique ANALYSE
pour la théorie et les exercices en cours. (Au premier semestre)

e Cahiers de la CRM, Equations algébriques et nombres complexes,
pour la théorie, le cours et les exercices. (Au deuxieme semestre)

e Formulaires et tables CRM, pour les épreuves (et cours)

e Ce polycopié d'analyse et un autre sur les nombres complexes
e Des séries d'analyse distribuées en cours

e Le polycopié d'analyse et les séries d'exercices de 3e
e Une calculatrice non programmable (non « PRO »)

Notions
€élémentaires

e Monographie CRM n°27: Notions élémentaires

(pour les notions acquises en lere et 2eme)

C'EST QUOI
L/ANALYSE ?
L’ETUDE DES
FORMULES
MAGIQUES 7

Al
DEBUT,
C'EST COMME
L/APPRENTISSAGE
DES SKILLS AU
BASKET : IL FAUT
APPRENDRE A DRIBBLER,
FAIRE DES PASSES, ETC
AVANT DE POUVOIR FAIRE UN
MATCH.

ON VA DEVOIR MAITRISER
PLUSIEURS NOTIONS
SEPAREMENT AVANT DE
FAIRE DES LIENS ENTRE
ELLES... ALORS LE
JEU POURRA

COMMENCER ! 1
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4MA2 Analyse

1. Formules utiles pour les exercices

1.1 Dérivées et primitives

Remarque : les formules présentées dans ce paragraphe seront démontrées dans la suite de
ce chapitre.

Deux dérivées importantes : Deux primitives importantes : o

f)

f(x)

In(x)

1
X

exp (x)

exp(x)

fx)

F(x)

Exemples :

2

a) (In(x?)) ==-(x?) =Z =2

b) (er—l)l — er—l . (zx _ 1)/ — zer—l

9 (n(2) -

@) () =

Exemples :

1

a) ffi dx = %[ln(x)]f = %(ln(e) —1n(1)) = %(1 —0)=1

2

1/2 5, _ ez et e%  e-1
b) J, edx-zo—2 =
1 2
C) fomdx—

d) f: ez dx =

» Analyse Série 1 exercices 1 a 4 & Monographie n°25 de la CRM, p.220-221 ex 6.1 a 6.3 et 6.5 et 6.8

2
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4MA2 Analyse

1.2 Théoréme de I'Hospital

Pour étudier les asymptotes verticales et horizontales des fonctions logarithme et
exponentielle, nous aurons besoin du théoréme de I’'Hospital.

But : Obtenir un critére permettant de calculer aisément des limites de quotients dans des
. , . 0 (o]
cas indéterminés tels que « g ou«—.
[o/0)

im x*+3x3-3x2-1
Exemple : Calculer "™ 2222 —~ —
x-1 x—1

Méthode habituelle : Soit les fonctions f(x) = x* + 3x3 — 3x2 — 1,
g(x) =x—1letlepointa = 1.

Pour calculer f_)ml %, la méthode classique consiste a constater que f(1) = g(1) = 0 et

donc, par un théoréme de 2°, de factoriser chacun des polynémes par x — 1.

Il suffit alors de faire une division polynémiale et le tour est joué !

0.54

-0.51

Or, une astuce consiste a faire intervenir la dérivée de f dans le calcul de la maniere
suivante :

lim f(x) _ lim Hy [ _fro_,
x->1gx x-1gk) —g(l) gD
=

qui est bien défini car g'(1) # 0.
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4MA2 Analyse

D’une maniere générale on a le résultat :

- N 1] . : . S| VOUS NE
Théoréme de I'Hospital (« light ») : i VECINE,
S| LIMITES, VOUS NE
- POUVEZ PAS SAVOIR

S| Vous AVEZ
L. BESOIN DE
o fetgsontdérivablesena L'HosPITAL -
e flA=g(@=0
e g'(a)+0
[ X ra
alors lim f():f’()
- Xagx g'(a)
f@)-f(@) ,
. lim f(x) _ lim xX—a _ f (a) . !
Preuve: ~ T — xoa TO-0@ = giggy PUISAUE g (a)#0
xXx—a
Exemples :
0
lim X2%+5x+6 & lim 2x+5 1 1
a) x—>—22—_ —>—2______
X“—x—6 X 2x—-1 -5 5
0
0 1
) lim In(x+1) ~ lim %31 _ lim 2Vx+1 _ 2
X—=0 71—/ T x-0 1 T x-0 -
1-vVx+1 T x+1
Exercice :
a) lim x5_1 _
x-1 x7-1

b) lim 1-cos(sin (x)) _
x—0 sin (x) -

lim cos?(x)-1 _

C =
) x=0 xZ+4+sin2(x)
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4MA2

Analyse

En revanche, le théoreme ne permet pas de déterminer la dérivée en a = 0 de la fonction

sin (x)

,Six #0

1,six=0

h(x) = {

Pour ce faire, il est nécessaire de disposer d’un théoréme moi
dessous :

Théoréme de I'Hospital (standard)

Si
1) f et g sont dérivables sur]a; b]
2) f et g sontcontinues sur [a; b]

3) fla)=g(a) =0,

4) g'(x) # Osur]a;b]
lim f'(x) _
5) T, Gy =A€R
Alors lim f(x) _ lim ') _

Xoay g(x)  X20x g'(x)

Preuve : Posons h(x) = f(x)g(b) — g(x)f(b)
Ona:
e h continue sur [a; b]
h dérivable sur ]a; b[
h(a) =h(b) =0

car: h(a) =]:£cgg(b) —@f(b) =0

et: h(b) = F(Bg(B) — gB)f(B) = 0

Par le théoréme de Rolle, il existe ¢ € |a; b[ tel que h'(c) =0

donc h'(c) = f'(c)g(b) — g'(c)f(b) =0

f'(e)
o f1()gb) =g'()f(b) & =—=
filc)g g'(c)f 7'

. lim f(®) _ lim fr(©) _
Sib—>ay,alorsc - a, et x—ay g(b) . =y gr(@)
Remarque :

Le théoreme reste valable si on remplace a, par b_, ou si xl_le

Exemples :
o)
© 1
a) lim In(x) ~ lLim x _ lim 1 _ 0
X— 00 X - X— 00 1 - x—)OOx -
x 1
©0 o)
b) im oy o-x — Um X oo lim e
X—00 X— 00 ex X— 00 ex

Attention : Que la dérivée de g ne s’annule pas sur un certain
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ns contraignant, énoncé ci-

VA
FALLOIR
VERIFIER
TOUTES CES
HYPOTHESES
DANS LES
EXERCICES

727

, C'est-a-dire :

h'(x) = (F)gh) — gf (b)) = £ ()g(b) — g'x)f(b)

F®)
g(b)

CQFD

@)= g0 =t

ouvert |a; b[ est essentiel.



4MA2 Analyse

sin (%) six#0
Reprenons I’exemple de |a fonction h(x) = { ’ :
1,six=0
sin (x)
(0) = lim h(x)—h(0) lim —F  — 1 _lim sin(x) —x
x>0 x—0 T x-0 X T x->0 x?

Chacune des fonctions au numérateur et au dénominateur s’annule ena = 0 et sont C* (la
fonction f est n fois continument dérivable, pour tout n € N¥).
Si I’'on applique le théoreme de I’'Hospital (standard), on obtient :

lim sin(x) —x _ lim cos(x) —1

h(o):x—>0 x2 x—0 2x =)

et donc un doute subsiste encore sur |’existence de la limite.
Cependant, I’on peut a nouveau appliquer le théoreme de I’'Hospital (« light ») sur le
nouveau quotient pour voir apparaitre :

et donc toutes les limites qui précédent existent aussi (récursivement) !

» Livre d’Analyse p.129 ex 4.1- 4.3

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Théoréme de L’Hospital

On note a un nombre réel, f et ¢ deux fonctions dérivables dans un intervalle ouvert contenant a
1/(,

existe.

et telles que lim
aa g'(z)

"o
Si lim f(z) = lim g(x) = 0 ou si lim |f(z)| = lim |g(z)| = 400, alors |lim = lim f/<l)
Tr—a r—a Tr—a T—a r—a g T T—a g (l‘)

Cette regle s’applique également aux calculs de limites lorsque x tend vers +o00 ou vers —oo.

» Analyse Série 1 exercice 5 & Monographie n°25 de la CRM, p.222-223 ex 6.14

ATTENTION
TU VAS TOMBER !

JE VAIS ™\
ME LAISSER

JDM- Collége Voltaire )
DERIVER!



4MA2 Analyse

>

1.3 La course a l'infini : la regle du podium

Les fonctions f(x) = e*, g(x) = In(x) et h(x) = x? font la course jusqu’a I'infini. Qui

gagnera a tous les coups ?
h

Cette question est importante a maitriser pour les études de fonctions. La course a I'infini
représente la recherche d’une asymptote horizontale. Les fonctions a étudier sont souvent
des multiplications de fonctions polyndmiales avec des fonctions exponentielles ou
logarithmes.

X 2
Exemples: fi(x) = i—z ou fo(x) = ’e‘_x

Ces deux fonctions amenent une indétermination de type oo /oo lors du calcul de limite avec
x qui tend vers l'infini.

Le théoreme de I’'Hospital nous permettra de faire « disparaitre » le polyndbme et c’est donc
I’exponentielle qui gagnera la course face a n‘importe quel polynéme. C’est la regle du
podium.

Onadonc:

X 2
fLlx) = i—z pas d’A.H vers +oo et f5(x) = z—x avecune A.H.eny = 0 vers +o

16
14
12

10
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4MA2 Analyse

1.4 Les autres bases

L’exponentielle de base e est la plus courante.

Mais que se passe-t-il pour les autres bases ?
vaut la
dérivée d’une
exponentielle
de base
a?

Tu ’ :
L Il faut se rappeler d’'une formule :
LA VRAIE MAGIE !
LAISSE MOI
CONSULTER MON
GRIMOIRE POUR
REPONDRE A TA
QUESTION!

aX = exin(a)

Avec cette formule et les regles de dérivations, il est possible de retrouver la regle.

On obtient donc les pages suivantes du grimoire :

— (exln(a))'

= e*n(@) . In(q)
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4MA2 Analyse

2. Rappels de deuxieme année :

2.1 Propriétés de puissances et fonction exponentielle :

En deuxieme année, nous avons étudié les fonctions exponentielles et logarithme.

R R; qui est bijective sia € R} \ {1}. Nous avions
xXea

ensuite défini la fonction log, : R} = R comme la réciproque de exp,.

Nous avions défini la fonction exp,, : {

En algébre, il a été possible de donner une définition de a*, pour autant que a soit un
nombre réel positif et x un nombre rationnel.

Rappelons la démarche qui a conduit a cette définition en considérant la fonction
fix - 10*

Dans un premier temps, 10* est défini pour les nombres entiers positifs :
10*=10-10-..-10
T xjois
C’est une notation tres utile, en particulier pour multiplier les grands nombres puisqu’on a la
propriété :

10™-10™ = 10™*™

L’extension de la définition de 10* a des nombres x rationnels se justifie par le maintien de
cette propriété.

L’équation: 10°-10™ = 10°*" = 10" nous force a poser que [10° = 1].

L’équation suivante : 107" 10" = 10° = 1 nous oblige & poser {10~" = 1/10"

1 1 1 1 1 1
Puisqu’on souhaite que I’équation: 10n-10n-...- 107 = 102" 2" " n = 10! = 10

1
soit vraie, il faut définir : [10n = V10
1 1 1 m
_+_+...+_

1 1 1
Et puisque I'on souhaite que I’équation : 107 - 10n - ...- 10n = 10n"'n" " "n = 10n soit vraie,

m fois

il faut définir : [10n = (Y10)"

Malheureusement, I'algebre ne nous permet pas d’aller plus loin et de définir 10* pour x
rationnel. L’analyse nous donnera toutefois le moyen de franchir ce pas, comme nous le
verrons plus loin.

Pour le moment, contentons-nous de rappeler les propriétés et I'allure de I’exponentielle,
puis du logarithme. On supposera simplement qu’il est possible de définir 10* ou a* (a > 0)
pour x € R.

Théoréme (puissances) : Sim,n € Reta,b € R}, alors
am™ g = am+n' (am)n = q™mn, (ab)n =q"-p",1" =1,

1 1\"
at=—=(-), a®=1
an a

JDM- Collége Voltaire



4MA2 Analyse

Définition (exponentielle) :

Une fonction exponentielle est une fonction de la forme :
fix - a*

ou a est un réel strictement positifet a + 1.

Le domaine de f est R.

Propriétés (de la fonction exponentielle) :
1. a#leta>0

2. L'image de R par f R} ; c’est une fonction strictement croissante ou décroissante
selon la valeur de a.

3. f:R - R} est donc bijective.

4, xl_f’_”oo 2*¥ = 0; poura > 1, Lorsque x — —oo, I'axe des x est une asymptote

horizontale et lorsque x — oo, la fonction croit trés rapidement (de maniére
exponentielle, justement)

5 lim (_) = 0;pour 0 < a < 1, lorsque x — oo, I'axe des x est une asymptote

X— 00 2
horizontale et lorsque x — —o0, la fonction croit tres rapidement (de maniéere
exponentielle, justement).

Remarques par rapport a la propriété 1 :

Sia =1, alorsona f(x) = 1* = 1, donc une fonction constante.
. . , e 1
Sia < 0, alors la fonction n’est pas définie avec x = >

exemple : (=3)1/2 = /=3

Ilustration :

(1/2)"

Beaucoup de situations apparaissant dans le monde naturel peuvent étre symbolisées par
une fonction exponentielle dont la base est un nombre irrationnel trés particulier symbolisé
par la lettre e: f:x — e*. Ce nombre e a une valeur approximative de 2,71828 ...

10
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4MA2 Analyse

2.2 La fonction logarithme :

Une fonction bijective f: x = y a une réciproque "f: x = y qui est définie (implicitement)

par I’équation x = f(y). En particulier, I'exponentielle y = f(x) = a*,a > 0,a # 1, est

bijective et a donc une réciproque définie implicitement par I’équation
x=av,a>0,<#1

Cette réciproque est suffisamment importante pour mériter un nom, c’est la fonction

logarithme.

Définition (fonction logarithme) :

La fonction logarithme de base a, avec a > 0,a # lest une fonction de R} dans R
désignée par
log,:x >y
et est définie par
y =log,(x) ® x = a”

Si la base du logarithme est ¢, il s’agit du logarithme népérien noté In(x)
Si la base du logarithme est 10, la fonction logarithme est simplement notée log(x).

Exemples :
1. Siy =logz(x) alors x = 37.

Ainsilog;(9) = 2 car9 = 32.

2. log(1000) = 3, car 1000 = 103.

Exemple de transformation d’expressions exponentielles en expressions logarithmiques.

a) 2,5° =monadonc3 = log,s(m)

b) e? =9 onadonch = 1n(9)

Exercice de recherche de la valeur exacte de certains logarithmes :

a) log,(8) =
o o, (2) -
c) logs(25) =

11
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4MA2 Analyse

Soit un point (a, b) appartenant a la représentation graphique d’une fonction bijective f
donnée. On a alors b = f(a). On a aussi immédiatementa =" f.

Ainsi (b; a) est un point du graphe de la fonction réciproque "f.
On note aussi que la ligne joignant les points (a; b) et (b; a) est
perpendiculaire a la droite d’équation y = x et que celle-ci la
coupe en son milieu. La droite y = x est donc un axe de symétrie
pour les courbes représentant les fonctions f et " f.
Concernant les ensembles de départ et d’arrivée d’une fonction
et de sa réciproque, on a aussi les identités :

Image(f) = Domaine ™ f

Domaine f = Image (" f)

Comme le logarithme est la fonction réciproque de I’exponentielle, il suffit de connaitre le
graphe de celle-ci pour en déduire celui du logarithme.

y=logy;px

Remarques :
a. Pourtout a > 0, I'intersection avec I’axe des x est en 1, c’est-a-dire que log,(1) = 0
0 —
cara” = 1.

L’axe Oy est une asymptote verticale du graphe.

c. Lelogarithme est une fonction strictement croissante si a > 0, et strictement
décroissantesi0 < a < 1.

d. Le graphe est lisse et continu, sans point anguleux ni saut.

Propriétés des logarithmes :

Soient a, t, s des nombres positifs, a # 1 et x un réel quelconque.

1.log,(1) =0 etlog,(a) =1

2.a'%8«) = tetlog,(a”) =7
Preuve de 2. : Soit x = log,(t). On a par définition du logarithme I’expression
correspondante de I’exponentielle a* = t mais x = log,(t) donc a'°8a(®) = ¢,

1 Tiré du cours de Jan Weiss du Collége Calvin.
2 http://icp.ge.ch/po/calvin/espace-pedagogique/math/cours-de-j.-weiss/documents-pour-le-cours-de-3e-et-
4e-maths-niveau-2

12
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4MA2 Analyse

Exemples :
a) 21082(8) = b) 21082(m) —
c) eln(S) = d) ln(ex) =

3. log,(t-s) =log,(t) + log,(s) lelog d’un produit est égal & la somme des logs
4.log, (E) = log,(t) — log,(s) le log d’'un quotient est égal a la différence des logs.

5. log, (%) = —log(t)

6.log,(t") = r-log,(t)

Exemples :

a) losa(x\/x2 + 1) = log,(x) + loga(\/x2 + 1) = log,(x) + %log(x2 +1)
2
b) loga ((xi1)3) -
x3Vx241
c) log, (W) =

Formule de changement de base :
Sia # 1,b # 1 et t sont des nombres réels positifs, alors

log, (1)
Preuve : Posons y = log,(t).
Onaque:
a¥ =t
Donc

logy(a”) = log(t)
Par la propriété 6, nous avons :

ylog,(a) =log,(t)

Isolons y :
_ log,(¥)
¥ log, (@)
Finalement :
log,(¢)
log,(t) = logZ(a)
Exemples :

a) logs(89) = ? pas de touche a la calculatrice ! On utilise la formule de changement de
base :

logs(89) = ‘fjg%? ~ 2,7889

b) logﬁ(\/g) =

13
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4MA2 Analyse

3. La fonction logarithme
3.1 Définition

Soit f:x —» x™ de R} vers Retn € R.
f est continue sur R}, elle admet donc des primitives.

e Si : on sait que les primitives de f sont de la forme :
n+1
[x™dx = J;?+ c de R’ vers Ravecc € R.

e Si : que se passe-t-il ?

n+1

La primitive x - + ¢ n'est pas valable car la division par zéro est interdite.

1 x—1+1 xO
fx‘ldxzf;dx¢_1+1+c=3+c

n+1

1 . . .
Nous savons que f(x) = —est continue sur R* et que toute fonction continue sur un

intervalle fermé est intégrable. Donc il existe un intervalle (attention, R* n'est pas un
intervalle !) sur lequel f est intégrable.
Et comme l'intégrale définit une primitive de f (d'apres le théoréme fondamental du calcul

intégral), on sait que la fonction x - *2 dt de R vers R, est la primitive de la fonction
g q at +

1 .
f:x — —quis'annuleen x = a.
X

Parmi ces primitives, celle qui associe 1 a 0 (1 = 0) fait I'objet de la définition suivante :

Définition : On appelle fonction logarithme naturel |a fonction (notée In):
X

1
In:x » In(x) = f? dt de R} vers R
1

C'EST TOI
QUl PAIE

NON,NATURELLEMENT,
JE NE PAIE RIEN.-

14
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4MA2 Analyse

3.2 Propriétés de la fonction In
Interprétation géométrique :

Nous pouvons "visualiser" cette fonction In, puisque si x € R}, le réel In(x) est I'aire du

. e . 1, . .
domaine délimité par la fonction t —» o I'axe horizontal et les verticales passant par (1; 0) et
(x;0): y

4

EI

Cette démongtration

peut &tre revue en

vidéo.

In(x;)

Onremarque:
. Si0<x<1alorsln(x)=f1t%dt f—dt<0

>0
. Six>1a|orsln(x)=f1x% dt >0

o

x>1 = In(x)>0 0<x<l = In(x)<0

A partir de la définition, nous obtenons les propriétés suivantes pour la fonction In :

Propriété 1: Dy = R}

Le domaine de définition exclut donc zéro et toutes les valeurs de x < 0. De ce fait, il n'y a
pas d'ordonnée a |'origine.

Propriété 2:In(1) = 0 ‘

Par définition de l'intégrale : In(1) = f:% dt = 0.
La fonction In admet un zéroen x = 1

15
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4MA2 Analyse

Propriété 3 : (In(x))’ = i Vx € R%

D'apreés le théoréme fondamental, In(x) est une primitive de f(x) = i Vx € R:

. 1 e .
Remarquons que la fonction f(t) = Cest définie sur R* et
qu’elle est continue aussi bien sur ]0; o[ que ]—o0; 0.

Nous pourrons calculer I’aire sous f du c6té négatif grace a
une symétrie :

Ainsi :

1
f;dx=1n|x|+c,c eER

Exemple :

-1 5

3.
1 -1

f ;dx = ln|x||_3,5 = —f

1

-3,5

3,5

dx =ln|x||1

R

Propriété 4 : [n est une fonction continue et strictement croissante sur R} ‘

Preuve :

Comme [n est dérivable sur R, elle est continue sur R}.
Sa dérivée (In(x))' = i >0 VxeR:

ce qui implique que In(x) est strictement croissante sur R%.

Remarque :

Comme In(x) est continue et strictement croissante sur R, In(x) est négativesi0 < x < 1
et positive six > 1.

On peut donc construire le tableau de signes suivant :

X 0 1
In(x) |/ |/ |- 0 |+

16
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4MA2 Analyse

Propriété 5: In(xy) = In(x) + In(y) Vx,y € R} ‘

Preuve :

Si y € R} (une constante), les fonctions F: x +— In(x) et G: x » In(xy) de R} vers Ront la

méme fonction dérivée, car :
F(x)=In(x) = [ dt et G(x)=In(xy) =F(xy) = [;” < dt
Donc

1 1
F'(x) = o et G'(x) = o

el . 1 epps
Comme Fet G sont primitives de la fonction x — - alors F et G ne différent que par une

constante :
Gx)=F(x)+c,ceR =3 In(xy) =In(x)+c,c € R

Pour déterminer la constante ¢, on pose x = 1 dans la derniere égalité.

On obtient :
In(ly) =In(1)+ce In(y) =c¢
0

Conclusion : In(xy) = In(x) + In(y)

Exemple : In(3) + In(5) = In(15)

Propriété 6: In(x?) = p-In(x) Vx E Ry et Vp € R

Preuve: (In(xP))' = prop3+(gef) =g'(f)-f'
1
=7 (xP)
1 1
:F.p.xp_l 3 p'; 3 (p'ln(x))’
algebre prop 3

Comme (In(xP))" = (p - In(x))’, cela signifie que In(xP?) et p - In(x) ne différent que
d'une constante :
In(xP) =p-In(x) +c,ceR

Pour déterminer la constante, posons x = 1.

On obtient :
In(1?) =p-n(1) + ¢
©0=p-0+c
©c=0
Donc: Cette demontration

In(x?) =p-In(x) + 0

peut étre revue en

& In(x?) = p-In(x)
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Propriété 7 : In G) = —In(y) Vy € R}

Preuve : Posons% =y--=1

1
y

1
(:>1n<y-—)=1n(1)=0
y prop 2

1
S In(y) +1n <—) =0
prop 5 Y

< In (%) = —In(y)

Propriété 8 : In (i) =In(x) — In(y) Vx,y € R}

X
Preuve : Posons; =Xx-

<L Ik

//G’EST CLAIR OU \
\ | VOUS AVEZ BESONN \
A\ DE PLUS )
N\ \. DETaPES 7
N -
T Ot g
\ s
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Propriété 9 : ;Z’; In(x) =

Preuve :

Nous allons raisonner a I'aide d'un dessin :

yA
l
2 ;?
3 L1777 f
_
* Q%ﬁ/ﬁ >
1 2 3 4

x1 , . s s . 1
Nous savons que fl " dt représente l'aire définie entre 1 et x par la fonction f(t) = " et
cette aire est supérieure a celle définie par les rectangles dessinés sous la courbe, dont la

. 1
base vaut toujours 1 et la hauteur -

Par exemple :
Pour calculer cette derniére somme, nous allons faire la comparaison entre cette somme et

une autre somme qui est plus petite, car on y a remplacé certaines fractions par d'autres
plus petites

1+(1+1)+(1+1+1+1)+(1+ +1)+(1+ 1)

27 \374)"\576" 778/ " \9 16 17 t3g) T2
1
8

1+(1+1)+ Ll
2 \4 4 8 8
4

fois 8 fois 16 fois

|
|
+
+
|
+
|
+
+
|
+

N . .1
Et dans chacune des parentheses on remarque que I'on obtient chaque fois b et I'on pourra
obtenir autant de fois S que I'on veut, car notre somme contient une infinité de termes.

Donc notre somme est plus grande que celle qui correspond a une infinité de 5 et qui tend

donc vers l'infini.

Remarque : la fonction In ne posséde donc pas d'asymptote horizontale.

19
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lim

S Inx) = —oo

Propriété 10 :

1
Preuve : Posons x = S doncx - 0t &y - o

lim
x—0*t ln(x)
1 1
— lm In (_)
y—)OO y

= o (~In(y)
prop 7

- 2% In()

i

prop des limites

Remarque : la fonction In posséde une asymptote verticaleen x = 0

Propriété 11:In(e) = 1 ‘

Des propriétés 4),9) et 10), on peut déduire que [n est une bijection de R} dans R. Cela
signifie que chaque y € R posséde une unique préimage, x € R} .

En particulier, il existe un unique nombre réel, noté e, tel que In(e) = 1.

e est la préimage de 1 par [n, c'est-a-dire: In(e) = 1 ou ff% dt =1

‘e est un nombre irrationnel et e = 2,71828 ..., c'est le nombre d’EuIeﬁ

3.3 Représentation graphique de la fonction In :
A part In(1), nous ne pouvons pour le moment calculer aucune image ! Mais, en connaissant
les 2 limites, en sachant que la fonction est continue et strictement croissante sur R} et en

- . . 1 - .
utilisant le fait que la pente de la tangente est donnée par - (donc la courbe "s'aplatit
rapidement"), nous pouvons esquisser la représentation graphique de la fonction In:

20
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4. La fonction Exponentielle

4.1 Définition :

Analyse

Nous voulons considérer la réciproque? de la fonction In. Pour cela, il faut tout d'abord
montrer que cette réciproque existe, donc que [n est une fonction bijective de R} vers R.

e La fonction In est définie sur R}

lim

oeIn(x) = —oo et ;Z’; In(x) = oo.

¢ Noussavons que

Comme [n est continue sur R}, chaque élément de R a au moins une préimage par

In dans R} (surjectivité)

e Chaque préimage est unique (injectivité).

Dans le cas contraire, il existerait deux nombres x; et x, distincts ayant la méme image ; on

aurait, par exemple, x; < x, et In(x;) = In(x,). Mais ceci n'est pas possible,

car nous

savons que [n est strictement croissante sur R, par conséquent : x; < x, = In(x;) <

In(x,)

En conclusion : La fonction [n est bijective de R} vers R.

Nous pouvons donc définir une fonction réciproque de In, que nous noterons exp :

Définition : La fonction exp est la réciproque de la fonction In
Autrement dit: y =In(x) © x = exp(y) Vx E Ry et Vy € R

On peut aussi écrire: In(exp(y)) = y et exp(In(x)) = x Vx E R} et Vy ER

Représentation graphique :

A partir de cette définition, nous pouvons donner une représentation
graphique de la fonction exp :

Remarque : La fonction exp est une fonction bijective de R vers R}
car elle est la réciproque de la fonction bijective In de R} vers R.

3 Rappels :
e Soit f: A = B une fonction
f est bijective © Vy € B3 ununique x € A tel quey = f(x)

e Soit f: A = B une fonction bijective
"f:B—> Aesttelleque "f(y)=x© f(x) =yVx€eAetVy€B
" f est appelée la fonction réciproque de la fonction f

,  exp

/
/
/

-2 4

f
:Q/\é
\ P
f

e  f admet une fonction réciproque de B vers A & f est une fonction bijective de A vers B.

La fonction réciproque d'une bijection est aussi bijective.
Dans un repére orthonormé, les graphiques d'une fonction f et de sa réciproque
une symétrie par rapport a la droite i(x) = x

JDM- Collége Voltaire
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4.2 Propriétés de la fonction exp

A partir de cette définition, nous pouvons obtenir les propriétés suivantes de la fonction exp :

Propriété 1: D = Retexp(R) = R}
Preuve :

car exp est la réciproque de la fonction In qui est bijective de R} vers R.
La fonction exp n'admet pas de zéro.

Propriété 2 : exp(0) = 1 (ordonnée a I'origine) ‘
Preuve :

Onaexp(In(x)) = x donc en posant x = 1 on a: exp <1n(1)> =1 %
ae

Y
AL

4

~ ] Lot
-Il

‘ Propriété 3: exp(1) = e ‘ |
Preuve : E th’ e

On a exp(In(x)) = x donc en posant x = e on a: exp <1n(e)> =

=1

Propriété 4 : La fonction exp est dérivable et Vx € R, (exp(x))" = exp(x) ‘
Preuve : On a: In(exp(x)) = x

Dérivons I'égalité (puisque deux fonctions égales ont la méme dérivée) :

(In(exp(x)))" = (x)’

’ e s ' . ,
po (x) (exp(x))' =1 Dérivée d'une fonction composée

& (exp(x))’ = exp(x)

Remarque : Puisque Vx € R, (exp(x))" = exp(x), la fonction exp est primitive d'elle-méme
sur R.

ELLE NE
CHANGERA
Jamals !
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Propriété 5 : La fonction exp est continue et strictement croissante sur R ‘

Preuve :

exp est continue sur R car dérivable sur R
Elle est strictement croissante sur R car sa dérivée (exp(x))’ = exp(x) > 0Vx € R

<1l,six<0

Remarque : Comme exp est continue et strictement croissante sur R, exp est { ,
q p p >1,six>0

‘ Propriété 6 : exp(x;) exp(x,) = exp(x; + x3),Vx, x;, ER
Preuve :

In(exp(x;) exp(x2))
= In (exp(x1)) + In(exp(x,))

prop In

= X, +x
= 1 2

déf réciproque

= In(exp(x; +x)

déf réciproque

Donc:
In(exp(x;) exp(x;)) = In(exp(x; + x3))

Comme [n bijective doncIn(x) = In(y) > x =y

& exp(x) exp(xy) = exp(x; + x3)

Propriété 7: exp(—x) = — _vx€eR

exp(x)
Preuve :
1
" (exp(x))
= —In(exp(x))
prop Iln

= - X
“
déf réciproque
= In(eap(—x)

déf réciproque

Donc: ln(

) = In(exp(~x))

exp(x)
Comme [n bijective (In(x) = In(y) = x = y)

1
= m = exp(—x)

23
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exp(x1)

Propriété 8 : ek exp(x; —x;)  Vx;,x, €ER
. exp(xq) _ . 1
Preuve : pe exp(x;) pe—
= exp(xy) - exp(—x,)
prop 7
= exp(x1 + (—xz))
prop 6

= exp(x; — x3)

ERVIER |

‘ Propriété 9: (exp(x))" =exp(nx) Vx
Preuve :
In ([exp(x)]") = n-In(exp(x)) =
prgzln e
Donc

déf réciproque

nx =
“

déf réciproque

In([exp(x)]™) = In(exp(nx))

Comme [n bijective (In(x) = In(y) =2 x =y):
& [exp(x)]" = exp(nx)

lim
X— 00

Propriété 10 : exp(x) = o

Car: "™ In(x) = oo

X— 00

lim

" oexp(x) =0

Propriété 11 : .

lim

7 In(x) = —oo

Car:

Propriété 12: exp(x) =e* Vx € IR{‘

Onavuqueexp(0) =1letexp(l) =e

Soitn € N*, ona:exp(n) =exp(n-1) = [exp(1)]* =e"

Soitn € Z*, ona: exp(n) =
n=—p

exp(—p) =

L =Ll p=¢n

exp(p)  eP

Pour x € R, on admettra sans démonstration que : exp(x) = e*

In(exp(nx))

Vx € R

Analyse

» Analyse Série 1 exercices 6 a 9 & Analyse Série 7 & Monographie n°25 de CRM p.223

ex6.16et6.17
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