3MA1 Géométrie vectorielle

Géomeétrie vectorielle et analytique?

Motivations :

L'étude de la géométrie fit un grand pas en avant lorsqu'on constata que les points du plan ou de I'espace
peuvent étre représentés par des couples ou des triplets de nombres et que les figures géométriques
peuvent étre représentées par des équations algébriques. Cette idée fut initiée par le mathématicien francais
René Descartes (1596-1650) en 1637 dans I'appendice de son livre : Discours de la méthode. Cette utilisation
de I'algeébre par la géométrie se nomme : la géométrie analytique.

L'idée de base de la géométrie analytique est que les études géométriques peuvent étre réalisées au moyen
de calculs algébriques. On peut dire pour simplifier que c'est de la géométrie sans dessin !

Puisque ce chapitre est au programme de 2eéme année en dimension 2 (dans le plan), nous allons passer a la
dimension 3 (dans I'espace) en rappelant ce qui a été étudié.

BIENVENUE EN
GEOMETRIE
VECTORIELLE DE
L/ESPACE !

- .
B e e

Matériel : Géométrie vectorielle
et analytique

CRM n°29, Géométrie Vectorielle et Analytique de I'Espace
(pour références de ce cours, exercices supplémentaires)

Régle, crayon, gomme, calculatrice.

Ce polycopié
Les séries distribuées en cours (GVS1, GVS2, etc.)

1 Les références de ce cours sont du cours de C. Reverchon, le livre de la CRM, M. Picchione et B. Gisin.
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3MA1 Géométrie vectorielle

1. Rappels et notation :

Des quantités telles que I'aire, le volume, la température ou le temps ne possédent qu’une valeur
guantitative et sont donc entiéerement caractérisées par un simple nombre auquel on adjoint une unité. Une
quantité de ce type est appelée quantité scalaire et le nombre réel correspondant un scalaire. Par contre,
une quantité telle que la vitesse, un champ électrique ou une force posséde outre sa valeur quantitative, une
direction et est souvent représentée par un segment orienté, c’est-a-dire un segment muni qu’un sens.

Définition : Un bipoint est un couple ordonné de points (4; B). Le point A est son origine et le point
B est son extrémité.

Illustration :

B

A/

Deux bipoints (4; B) et (C; D) ont la méme direction si la droite passant par A et B est paralléle a la droite
passant par C et D.

Deux bipoints (4; B) et (C; D) de méme direction peuvent avoir le méme sens ou des sens opposés.

La longueur d’un bipoint (4; B) est la distance entre A et B, notée §(4; B).

Définition : Deux bipoints (4; B) et (C; D)sont équipollents si et seulement s'ils sont de méme
direction, de méme sens et de méme longueur.

On note : (4; B)~(C; D) deux bipoints équipollents.

.//r/
[llustration : F . —* D
Eo///.#/,_» Co//’/””./,y//,y

— T

A/B

Définition : L'ensemble des bipoints équipollents au bipoint (4; B) est la classe d'équivalence du bipoint

(4; B), appelée vecteur et noté AB.

AB = {(P; Q)I(P; Q)~(4; B)}

Remarques :

e Un bipoint est donc considéré comme un "vecteur lié" qui a une origine et une extrémité.

e On parlera de "vecteur libre" ou plus simplement de vecteur I'ensemble des "vecteurs liés" d'une
méme classe d'équivalence. La fleche d'un vecteur n'a donc pas de position dans le plan ou dans
I'espace. Elle peut étre déplacée a condition que ni sa direction, ni son sens, ni sa longueur n'en
soient modifiés.

e Un vecteur, se note par une lettre minuscule affublée d'une fléche : a, b0,

e L'espace vectorielle noté V3 est I'ensemble des vecteurs de I'espace.
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3MA1 Géométrie vectorielle

1.2 Le repeére

Définition : On appelle repére de I'espace E3 tout quadruplet de points (0; E;; E; E3) dont trois forment un
repere dans un plan et dont le troisieme n'est pas contenu dans ce plan.

SiR = (0; Ey; E,; E3) estun repére de E3, on peut construire trois vecteurs :

e, = OF,, e; = OE, et e; = OE; qui déterminent une base de E3.

B(e;, e, €3) est la base associée au repére R de I'espace vectorielle V3.

Définition : Un repére orthonormé de R3 est un repére (0,1,],K) ou (0, 1,7, l—c)) si

-

I = N7l = ||k]| = 1 et 2)TL], TLlk, JLlk

Remarques :

e L'espace R3 est divisé en 8 quadrants. Nous appellerons "partie visible" le 1ler quadrant, c'est-a-dire
les points dont les coordonnées sont toutes positives R, X R, X R,

e Par convention, on prend une base directe ou orienté positivement.

Depuis le coin de
FPorigine, je me suis
déplacée de 2 métres le
Long de la fenétre, 3 métres le
\ long du tableau et je suis &
50 cm de hauteur.

La base (O,Tj, l_c)) est
une base directe ou
orienté positivement.

' coordonnées de
‘ ma position sont

La base (0,7,7,k') est done P(2:305)

une base rétrograde ou
orientée négativement. \

Dans tout ce qui suit, on suppose I'espace muni d'un repére orthonormé (O,Tj, l_c))

Vocabulaire : Soit A = (a4; ay; as), un point de I'espace.

On appelle la premiere coordonnées I'abscisse, la deuxiéme I'ordonnée et la troisieme la cote.
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3MA1

Géométrie vectorielle

Notation :

. Nad -
e Unvecteurse noteraainsiO4A =a = | @

e Un point de I'espace : A = (aq; a,; as). Son nom sera noté avec une lettre majuscule.

ai

as

) relativementalabase:7=1{0 |,

1

-

0

e Un scalaire (nombre réel) se notera avec une lettre grecque : @, 8,7, etc.

]:

0y _ /0
1],k=(0
0 1

Exemple :

Le point A(1; 2; 3) donne le vecteur :

Erd

1 0 0 1

OA=d=17+2j+3k=1(0|+2(1])+3[0]=|2

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

lllustrations :

0 0 1 3

Composantes d’un vecteur relativement & une base

Dans le plan

ol €1 a1 €

Une base B=(é] ; €,) est un couple
de vecteurs linéairement indépendants

o i o ay
a = a€] + ag€y =
as

Dans I’espace

a3és |

ay é‘1,

Une base B=(é€j ; € ; €3) est un triplet
de vecteurs linéairement indépendants

ay
ad = a1€) + ag€y + azéz = | a2
a3

Q

~ P(2,3.4)

-
On associe les vecteurs 1, J. k aux axes Ox, Oy, Oz formé par les trois doigts de la main droite :

[




3MA1

Définition :

Le plan engendré par les vecteurs I et J est appelé le plan horizontal noté x0Yy.
Le plan engendré par les vecteurs J et k est appelé le plan frontal noté yOz.

Le plan engendré par les vecteurs 7 et k est appelé le plan de profil noté x0z.

Exemple : Le point A(2; 3; 0)appartient au plan x0y.

Exercice : Donnez un point qui appartient au plan y0z.

Géométrie vectorielle

On a des
petits noms pour les plans
xOy, yOz et xOz.

{pinkmaths.ch

-

=10 ;

\
tableau est |
| dans le plan 3

Le sol est
dans le plan xOy.

7 fenétre est dans le
plan xOz .
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3MA1 Géométrie vectorielle

1.3 Opérations avec les composantes :

Soient trois points A(ay; a,; as); B(by; by; bs) et C(cq; cy; C3)

- —) b
Ona:Unvecteura = <2;> et b= <b;>
as b3

N - b +b
Addition de deux vecteurs: a + b = <2;> + <b;> = <Z;+b;>

az+bs

lllustration dans le plan et I’espace :

Ya
Aa,
a, +b,

Exemple : On donne les points A(—2; 10; 5) et B(8; 4; —10)

Calculer les composantes du vecteur AB.

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Opérations avec les composantes

a . b ap . by
SiE:(l) etb:(l),alors Sid= |ay | etb= | by |, alors
as b2 b

3
(Ll+b1
E+b:(zlizl) G+b=[as+bo
2 + b2 as + b

)\(ll
\G = (A‘“) \i = ()\ag)
Aas \
as
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3MA1 Géométrie vectorielle

Avec ces opérations, on peut calculer le point milieu, M, entre deux points A et B :

Le milieu M d'un segment [AB] :

a,+b, a, +b, a3+b3>

OM = ~(04+0B) oM
_E+®(2'2'2

Hlustration :

Exemple : On donne les points A(—2; 10;5) et B(8; 4; —10)
Calculer les coordonnées M du point milieu du segment [AB]

Ne pas confondre les formules :
e AB = 0B — 04 : larelation de Chasles

o M(

a1+b1_u2+b2
2 7 2

) . il y a une addition, on obtient un point.

e OM= %(6;1) + bﬁ) :il y a une addition, on obtient un vecteur

-

ai+bq+cq . az+by+cy . az+bz+c3

Le centre de gravité G d'un triangle ABC: 06 = i(ﬁ + 0B + —O_E) S G ( 3 ; 3 ; 3

)

Hlustration :

Exemple : On donne les points A(—1;8;2),B(4;5;—1) et C(2;7; 1)
Calculer les coordonnées du centre de gravité G du triangle ABC
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3MA1 Géométrie vectorielle

1.4 Lanorme:

. a
Soit un vecteur d = <a;>

as

La norme de d, notée ||d||, est la longueur du vecteur a.

Ona:lldll =+a?+ a3 + a3

Exemple : Déterminer la norme du vecteur AB avec les points A(3;2;1) et B(4;6;3)

|4B|| = (i) = V12 + 42 + 22 =21 = 4,58
2

Propriétés de la norme :

Si d est un vecteur du plan ou de I'espace et k est un nombre réel, alors :
1) llall =0 2)lldl=0=>a=0 3) Ik - dll = [kl - lldll

Définition : Soient deux points P; (x1; y1;21) et Py(x2; y2;22),
La norme du vecteur P; P, correspond a la distance entre le point P; et le point P,.

Il s'agit d'une double application du théoréme de Pythagore :

—_ —_ 2 —_ 2
17275 | = JIPA | + 1425 | = VG =5 + Gz =32+ Gy =202

Exercice :

Calculer la distance entre C(—1; —3; 1) et D(3;4; —2)

Py(x5: 51 2,)

B(x:yy:2y)

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Norme d’un vecteur

lall = va-a

Dans le plan Dans ’espace

ay
Sid= (Zl), alors ||@|| = Va2 + a2 | Sid= (ag), alors ||@|| = Va2 + as? + a3?
2

as

Aall = [A[ il la- 8 < llal |18l

L7 - X O I 7 L o
&+ 5l < llal| + [1ell | @- b= S(llal* + [16]1* - lla - blI*)
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3MA1 Géométrie vectorielle

Définition : On dit que trois points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont

colinéaires : AC = 1 -AB, oll AeR

Hlustration :

X0

Exemple : Est-ce que les points A(3;2;1); B(—1; —2;1) et C(5; 3; 7) sont alignés ?

y = -2
Non, car (:ﬁ) *Yy (f) car: {y =—4
0 6 y — O

Exercice : Est-ce que les points A(2; 4;2), B(1; —2;5) et C(9; —2; —4) sont alignés ?

Définition : On appelle combinaison linéaire des vecteurs d, B, ¢ de coefficients respectifs a, B,y le vecteur
ad + Bb + yé

Exemple : On donne les vecteurs @ =T — 3] + 2k, b =51 — ] + 2k et ¢ = 3T + ] + 3k
Réduire en combinaison linéaire de 1, J, k le vecteur ¥ = 2@ — b + 3¢
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3MA1 Géométrie vectorielle

Définitions :

Des vecteurs sont linéairement dépendants si I'un d'eux au moins est combinaison linéaire des autres :
-
ad +pBb=7¢

Dans le cas contraire, ils sont dits linéairement indépendants.

Trois vecteurs d, b et & sont linéairement indépendants si et seulement si
ad+pb+yi=0 2a=F=y=0

Définition :

On dit que quatre points distincts A, B, C et D sont coplanaires si seulement si les vecteurs Zﬁ, AC et AD
sont coplanaires :

Il existe (a; B;y) # (0;0; 0) tels que aAB + ,BZZ: + yﬁ-ﬁ =0

Signifie géométriguement que les vecteurs sont coplanaires si et seulement s'ils sont paralleles a un méme
plan. Donc ramenés a une origine commune, des vecteurs coplanaires sont dans un méme plan.

lllustration :

w Appartient au plan engendré par U et
¥ < W peut s’écrire comme une
combinaison linéaire des vecteurs i et ¥ :
W= ali+ v © U, ¥etwsont
coplanaires.

w N’appartient pas au plan engendré par

— - — )z .

U et U © W ne peut pas s’écrire comme

une combinaison linéaire des vecteurs U
- etv: W = all+ ¥ < U, ¥ et W ne sont

pas coplanaires.

lllustration : Dans ce cube, les trois vecteurs Zﬁ, AC et GH = CD sont coplanaires
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3MA1 Géométrie vectorielle

Conséquence de la définition :

A, B, C et Dsont coplanaires si et seulement si il existe § et ¢ tels que SAB + €AC = AD

C'est-a-dire que trois vecteurs sont coplanaires si I'un d'eux au moins est une combinaison linéaire des deux
autres.

En effet :

CETTE METHODE EST PLUS

aAB + BAC +yAD = 0 © aAB + BAC = —yAD

SIMPLE QUE L’AUTRE PUISQU'ON N’A NN
QUE DEUX LETTRES GRECQUES ! e
a\ — ﬁ —_— —_— EST-CE QU/ON PEUT CHOISIR LA b)
S |—)AB+(—)AC = AD METHODE QU/ON VEUT ? N

-y -y
aN\-— L\— -—
s (—) AB + (_—y)AC = AD

N—— N—— -
[ € \

Remarques :

EFFECTIVEMENT, L/IDEE EST
TOUJOURS DE CHERCHER LA
METHODE LA PLUS COURTE !

o Deux vecteurs sont dits colinéaires si et seulement s'ils sont
linéairement dépendants.

e Trois vecteurs sont coplanaires si et seulement s'ils sont
linéairement dépendants.

e Le vecteur nul et deux vecteurs quelconques sont toujours
coplanaires

e Trois vecteurs sont coplanaires s'ils sont dans un méme plan.

7
Exemples : Les vecteurs a, b, ¢ sont-ils linéairement indépendants ou linéairement dépendants ?

voe () (3) (5
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3MA1 Géométrie vectorielle

1\ _ /1 2
22d=(2 |,p=(-3],¢={-1
-3 2 5

3

JAY

A, B, C ET D SONT
COPLANAIRES -

SAUREZ-VOUS DIRE QUELS
SONT LES VECTEURS QUI SONT
COPLANAIRES SUR LE RESTE DE
L/ILLUSTRATION?
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3MA1 Géométrie vectorielle

2. Equations de droites

Considérons un point A d’une droite d et c?, un vecteur directeur de cette droite.

Quelle condition doit vérifier un point quelconque P pour appartenir a la droite d ?

Pour tout point P(x; y) de la droite d, les vecteurs AP etd sont colinéaires. Il existe donc un multiple k
vérifiant AP = k - c?, k € R.

Réciproquement, tout nombre réel k définit un point de la droite.
Ped o AP=k-d, ke R

Comme OP = 04 + :4?, on obtient :

Définition : L’équation vectorielle de la droited : P € d & OP=04+k Zf, ke R

Illustration :

Les coordonnées x et y d’un point P(x; y) quelquconque de d doivent alors vérifier la condition suivante
appelée représentation paramétrique de la droite :

d: (;) = (Z;) +k (Z;),avec ke R

En détaillant les équations de chaque coordonnée, on obtient :

Les équations paramétriques de la droite :

{x = a1 + kd1

y a2+kd2,avec ke R

On remarque alors que le seul point commun est le paramétre : k. En I'isolant dans chaque équation, on
obtient alors :
X—apy y—a
k = =
dy d;
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3MA1

On peut ensuite écrire I’expression sans fractions :

dy(x—a)) —dy(y—az) =0

On obtient alors :

dzx_d1y+ d1a2 - d2a1 = 0

a

Onadonc:

b c

Géométrie vectorielle

L’équation cartésienne implicite de |a droite : ax + by + ¢ =0

Lorsque b # 0, on peut écrire I'équation cartésienne explicite de |la droited : y = mx + h

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Droite

On note d une droite passant par le point A(aq;as) et de vecteur directeur d= (

).

Equation vectorielle

Equations paramétriques

Equation cartésienne

Autres formes

Un point P(z;y) appartient a la droite d si et seulement si I'une des
conditions suivantes est vérifiée :

— — .

OP = OA+Ad, MeR
xr = a1+)\d1

{y = ag-l—)\dg’ /\GR

ar+by+c=0

y=mx+h

T —ay Yy —az

dy dy

y—ay = m(x —ay)

JDM- Collége Voltaire
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3MA1

2.2 Dans I'espace

Géométrie vectorielle

Le raisonnement reste identique pour le début a I’exception qu’il y aura une troisieme coordonnée a ajouter.

Les différences apparaissent avec I’équation cartésienne.

1 - > 7 d
Soit d la droite passant par le point A(a,, a,as) et de vecteur directeur d = d;7 + dyj + d3k = <d;>

Pour tout point P(x; y; z) de la droite, il existe un
nombret e R, tel que

L’équation vectorielle de la droite :

OP = 04 + td

Ce qui donne

La représentation paramétrique :

a:(5) = (2;) e (3;)
z as ds

UNE DROITE EST
INFINIE !

ELLE CONTINUE

D/EXISTER OU ON NE

LA VOIT PAS.

\/ EH OH ! ¢’EST QUOI

CETTE DROITE QUI
ARRIVE DANS MA
SALLE 777

ds

Prenons un exemple pour suivre ce point de
théorie : A(1;3;3) etd = 21+ + k

Cette équation s'écrit aussi sous la forme d'un systéme d'équations :

Les équations paramétriques de d:

x=a1+td1
d:{y:az'l'tdz out€eR
Z=a3+td3

JDM- Collége Voltaire
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3MA1 Géométrie vectorielle

Si l'on isole t de chacune de ces équations et que I'on égalise les expressions obtenues, cela donne le
systeme d'équations :

Les équations cartésiennes de la droite d :

d.x—al _y-a, z—az
T d d; ds

Remarque : Dans le cas ou I'un des nombres d4, d, et d; est nul on ne peut pas écrire les équations
cartésiennes de d.

Mais si par exemple, d; = 0, la troisieme équation est alors z = a5 et on écrira :

X—a; Yy~
di  dy

etz = as

2 d
Cela signifie que le vecteur directeur de la droite est d = d;
0

Cette droite est donc paralléle au plan xOy; tous ses points ont la méme cote z = a;.

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Droite
dy
On note d une droite passant par le point A(ay;as;a3) et de vecteur directeur d = | da
ds
Un point P(z;y;z) appartient a la droite d si et seulement si 'une des
conditions suivantes est vérifiée :
. X . — — o
Equation vectorielle OP = OA+\d AeR
r = a1+ Ady
Equations paramétriques y = as+Ads AeR
z = az+Ads
Equations cartésiennes rTa _ Yt TG
dy dy d3

On note P un point et d une droite passant par A et de vecteur directeur d.

. . . ||[AP x d ||
Distance du point P a la droite d 6(P;d) = T (@)
— o
- - — AP-d -
Projection orthogonale de P sur d 0Q = OA+ i JHQ (@)
— — — AP-d .
Symeétrique de P par rapport a d OP'" = 20A—-0OP+ 2 H (iHQ (@)
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3MA1 Géométrie vectorielle

Exemple : Soient les points A(3; 2;1); B(—1; —2; 1);C(1;2;4); D(4;6;3); E(5;3; 7)

a) Déterminer la représentation paramétrique de la droite d, passant par les points A et B.

d1:<§> = <§)+a<:f§); aeR ol AB = (:1) =0B - 04

z 1 0 0

b) Déterminer les équations paramétriques de la droite d, paralléle a d, et passant par C.

x=1-4f
dz:{y=2_45;ﬁeﬂ2{
z=4

c) Déterminer I'équation cartésienne de la droite d5 passant par les points C et D.
-1 -2 —4 —=
d3:xT=y—=Z_—1 avec CD = (i)

-1

Exercice : Soit les points A(—1; 2; —3),B(2; —2;1),C(3;5;4),D(10; 4; 15),

a) Déterminer la représentation paramétrique de la droite d, passant par les points A et B.

b) Déterminer les équations paramétriques de la droite d, paralléle a d, et passant par C.

c) Déterminer I'équation cartésienne de la droite d5 passant par les points C et D.

> Géométrie vectorielle Série 2ex 1 a 10
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3MA1 Géométrie vectorielle

2.3 Intersections d'une droite avec les plans xOy, x0z,y0z

Définition : On appelle traces d'une droite d (sur les plans de coordonnées) les points d'intersection de d

avec les plans xOy, x0Oz et yOz.

Méthode pour calculer ces intersections :
On peut utiliser les équations paramétriques.

e Intersection avec y0Oz, point I: poser x = 0, calculer ¢, puis y et z

e Intersection avec x0Oz, point J: poser y = 0, calculer t, puis x et z
e Intersection avec x0Oy, point K: poser z = 0, calculer t, puis x et y

Reprise de I'exemple de la page précédente :

Calculer les traces de la droite d;: (ﬁ) = (g) +a (Zi); a€ER
z 1 0

. dlnyOZ:x=Odonca=%etontrouvey=2—4- = —1doncT;(0; —1;1)

SN

e dyNx0z :y=0donca=%etontrouvex=3—4-E=1doncT2(1;0;1)

e d,Nx0y:z=0impossible, la droite est parallele au plan xOy

X -1 3
Exercice : Calculer les traces de la droite : d : (y) = ( 2 ) + t<—4>,t eR
z -3 4

> Géométrie vectorielle Série 2 exercices 11 a 15
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3MA1 Géométrie vectorielle

En trois dimensions, nous allons distinguer 3 positions relatives de deux droites :

Deux droites sont paralléles si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires et que les droites n'ont pas de point
d'intersection.

|
I
1
I
|
+
pinkmaths.ch ’
.

x 0 1 x 1 3
Exemple:d1:<y>= 0]+s{0 ,sE]Retdz:<y>= 2]+t{0],te
z 1 0 z 4 0

On dit que les droites sont confondues si elles sont paralléles et tous les points en commun.

X 0 1 X 3 3
Exemple:d1:<y>= 0|+s{0 ,sE]Retdz:<y>= 0]+tl0],teR
z 1 0 z 1 0

Justification :

- Les vecteurs directeurs sont colinéaires (donc les droites sont paralléles)
- lepoint (3;0;1) € d, lorsque s = 3

Deux droites sont dites sécantes si leurs vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires mais qu'elles se croisent
en un point.

/

4
;
;
;
/'

x 0 1 x 0 3
Exemple:d1:<y>= 0]+s{0 ,sE]Retd4:<y>= 0)]+tl4],teR
z 1 0 z 1 5

- Les vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires (donc les droites ne sont pas paralléles
- ily aun point en commun (cela ne sera pas toujours aussi facile de chercher un point d’intersection...)
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3MA1 Géométrie vectorielle

Deux droites sont dites gauches si leurs vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires et qu’elles n’ont aucun
point en commun.

pinkmaths.ch

Situation résumée :

Vecteurs directeurs colinéaires Vecteurs directeurs non colinéaires
Un point en VérifierA € d, ou B € dq Chercher I'intersection :
commun ?
Les droites sont confondues dyNnd, ={P(py;p2;p3)}
dz Les droites sont sécantes
dy1
dy
Aucun point VérifierA € d, ou B & d; dind,=0
commun '
Les droites sont paralleles Les droites sont gauches
L v
yd \\\'"\\/
/ ’
7 dy
d;
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-
Exercice : Dans un repere (0,1, k) de I'espace, on considére les droites

x=-142t x=—6t+8 x=t+6
di:y y=4t ,teR, dyyy=—-12t+1teR et d3:{y=3t—1 teR
z=5—-3t z=9t—-2 z==2t+2

Etudier les positions relatives de ces trois droites.

Les deux
droites ne peuvent
pas étre hantées (en t) !
Ce sont deux cas (k)
différents!
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x=—-14+2t
Exercice résolu : Dans un repére (0,?,f, l—c)) de I'espace, on consideére les droites dl:{ y=4t ,teR,
z=5-3t
x=—6t+8 x=t+6
dy{y=—-12t +1 tERetd3:{y=3t—1 teR
z=9t—-2 z=-=2t+2

Etudier les positions relatives de ces trois droites

e Position relatives de d4 et d:

un vecteur directeur de d; est i = ( is> et un vecteur directeur de d, est ¥ = (:;%)
ona: ¥ = —31 . Les vecteurs i et ¥ sont colinéaires donc les droites d; et d, sont paralléles. Reste a
déterminer si les deux droites sont strictement paralléles ou confondues.
Le point A(—1;0; 5) est un point de d;. Est-ce qu'il fait aussi partie de la droite d, ?
-1=-6t+8 t=3/2
Aed, @{Oz -12t+1 @{tz 1/12
5=9t—2 t=17/9
ce qui est impossible. Donc A n'appartient pas a d,
Les droites d, et d, sont donc strictement paralléeles.

e Position relative de d, et d5:

un vecteur directeur de d; est i = ( : ) et un vecteur directeur de d; est W = ( % )
-3 -2

Les vecteurs U et W ne sont pas colinéaires donc les droites d; et d; ne sont pas paralléles. Elles
peuvent étre sécantes ou gauches.

Cherchons un éventuel point d'intersection a d; et ds:

x=-1+42t x=5+6
M(x;y;z)ed1nd3(E)EIS,tE]R{telsque{ y =4t et{y=35—1
z=5-3t z=—-25s+2
—-14+2t=5+6 s=2t—7 s=2t—7 s =15
On a donc: 4t =3s—1 <:>{ 4t =3Q2t-7)—-1 <:>{ 4t = 6t — 22 (:>{t=11
5—-3t=-2s+2 5—-3t=-2Q2t—-7)+2 5—-3t=—-4t+16 t=11

Les droites d, et d3 sont donc sécantes et leur point d'intersection a comme coordonnées:
x=-14+2-11=21
{ y=4-11 =44
z=5-3-11=-28
e Position relative de d, et d :

Remarque importante : Lors de la recherche d'un éventuel point d'intersection entre deux droites, il faut
absolument donner deux noms différents aux deux parametres.
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x =13 4+ 5k xX=n
Exemple : Les droites d:\y = —3 — 2k et d,: {y = —2 + n sont-elles paralléles, sécantes ou gauches ?
z=5+ 3k z=-1
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3. Produit scalaire

Nous allons maintenant définir un produit entre deux vecteurs. Le produit scalaire est une notion importante
en géométrie vectorielle puisqu'il pourra nous aider a déterminer si des vecteurs sont orthogonaux ou de
maniere plus générale : déterminer I'angle entre deux vecteurs.

N - b
Définition : Soient deux vecteurs a = <Z;> etbh = (b;> de l'espace R3.

as b3

On définit le produit scalaire de ces deux vecteurs par: d- b= a, by +ay; by +az-bs

Remarque : a-d = ||d||?

Exercice :
1) Calculer le produit scalaire de @ = 21 — 6] — 9k et b = 47 + 8] — k
2) Calculer ||d||?

Théoreme: alb ©a-b=0

Signifie : Deux vecteurs d et b sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul.
Exemple :

.= 2 - _1 = .
Siu= 1 alorsv = ) est un vecteur orthogonalaucaru-v =20

y

A

<t

\
[

=)
v
>
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N - b
Théoreme : Soient deux vecteurs a = <Z;> eth = (b;> de I'espace R3.
as b3

Notons ¢ I'angle entre ces deux vecteurs.

Ona: @-b=|dll|b| - cos(ep)

Démonstration :

Déterminons I'angle entre les vecteurs d et b a I'aide du théoréme du cosinus (c2 = a? + b% — 2ab - cos(¢))
. —_— 2 - 2 - 2 - -
On obtient : ||AB|| = ||la||* + ||b|| —2-lall - ||b|| - cos()

a2+ 5]|” |8

Isolons le cosinus : cos = =
2 2 a5

Développons a I'aide de la définition de la norme et des coordonnées :
0A 2 — NAN2 — 42 2 2
[0A]" = ldll* = af + a3 + a3

108" = IB" = b? + b2 + b3

2

2 2 2 2
= (by —ay)* + (b, —az)? + (b3 — a3)

— 2 —_  —— 2 - 5
14B]|" = l[oB - 04" = b - a|" =

bi—a,
by—a,
bs—az

On obtient donc le développement suivant pour le cosinus :

af + a3 +a3+b?+ b5+ b5 —((by —a)? + (b, —az)* + (b — az)?)
2-liall - |||

cos(p) =

Développons le numérateur :

a? + a% + a% + b? + b% + b2 — (a? — 2a,b, + b? + a3 — 2a,b, + b% + a3 — 2asb; + b3)
2-llall - ||b]]

cos(p) =

Apres simplifications, on obtient :

al'b1+a2'b2+a3'b3= a'l—;
lall - ||| lall - [|b]

cos(p) =
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Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Produit scalaire de deux vecteurs D
Dans le plan Dans I’espace
a b a . b1
Sic‘i=<1>etb:<1>,alors Sid= |ay | et b= | by |, alors

a9 bQ

as b3
a- [;: ai1bi + asbs a- gz ai1by + asbs + asbs
Propriétés :

1) Le résultat de ce produit est un scalaire, c'est-a-dire un nombre réel. D'ou son nom !

2) Le produit scalaire est commutatif :

Car:a'l—5=<Z;>'<Z;>=a1'b1+a2'b2+a3'b3=b1'a1+b2'a2+b3'a3=<Z;>'<Z;>=B'a

as bs b3

3)‘&-B=0®cos((p)=0(:>(p=90°

Autrement dit:si @ # Oetb # 0 alors les vecteurs d@ et b sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul.

#))d-b <0 o coslp) <0 ¢ >90°

5) Le produit scalaire se comporte comme une opération distributive :‘& (b+&) =d-b+a- 8‘

Remarque : dans la partie gauche, I'addition est vectorielle alors que dans la partie de droite, elle est entre
deux nombres.

6) Les parenthéses peuvent étre déplacées : ‘(/1 d)-b=21-(ad B)‘

7) La norme d'un vecteur se calcule facilement a I'aide du produit scalaire :

ldll = [a?+a%+a%=+d-d
Résumé :

Le produit scalaire de deux vecteurs s'obtient en effectuant la somme des produits "composante par
composante" de chacun des deux vecteurs :

a'l—;=a1'b1+a2'b2+a3'b3

Le produit scalaire permet de calculer I'angle ¢ entre deux vecteurs :

—_ 3

a-b
cos(@) =—— =~
l1all - ||

Il posséde des propriétés attendues.

JDM- Collége Voltaire
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Exercice :

1) On donne : A(3;1;0) et B(5;2;1)

-
A l'aide du produit scalaire, calculer I'angle ¢ entre les vecteurs d et b:

2) Montrer a I'aide du produit scalaire que les deux vecteurs @ = (

JDM- Collége Voltaire
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Deux droites vectorielles de vecteurs directeurs respectifs Zi—l) et Zz;’ sont orthogonales si les vecteurs Zz}’ et Zi;

—_ —
sont orthogonaux, c'est-a-dire si le produit scalaire d; - d, est nul.

Définition : Les deux droites sont dites perpendiculaires si elles sont orthogonales et sécantes.

Comment
se rappeler la différence entre
orthogonale et perpendiculaire ?
Perpendiculaire avec un p
Comme plus de conditions.

Marche a suivre pour trouver I'angle entre deux droites :

(1) Vérifier que les droites sont sécantes.
(2) A partir des équations données, déterminer, pour chaque droite un vecteur directeur.
. . didy
(3) Trouver I'angle 8 avec la formule du produit scalaire : cos(8) = m
1" 2
(4) Trouver lI'angle a entre ces droites :
-a=20,si0°< 0 <90°

-a=180°—6,si90° < 8 < 180° 7

x=-2+3t x=1-v
Exercice : Déterminer I'angle aigu entre les droites : d:{ y =5 —4t etd,:{y=3+4+2v avect,v €R
z=1+12t z=—4-3v
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3.3 Interprétation géométrique :

lllustration de la projection orthogonale d'un vecteur b sur le vecteur d:

Définition et formule :

Projetons orthogonalement b surla ligne directrice du vecteur d, pour obtenir b’ = OB’ :

Nous obtenons un triangle rectangle et nous pouvons donc appliquer des formules

de trigonométrie :

Wl . wl .
cos((p)=H (sip <90°) et cos(tp)=—H (sig > 90°) 0 . q
b’

~a

/

4 -
Donc : ”b’” = i”b” - cos() ou le signe + est le méme que celui de cos(¢). Liene directrice du vecteur @

On peut donc substituer cette derniere expression dans la définition du produit scalaire :
a-b=lall- |B]) - cos(e) = £ lal - |27

lllustration avec le vecteur d plus court que la projection du vecteur b

lllustration avec un angle obtu:

Remarque : Le vecteur b" est le vecteur orthogonal a @ tel que b’ + b"' = b.
En physique, il est fréquent de décomposer un vecteur parallélement et perpendiculairement a une
direction.
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4. Equations de plans

4.1 Définition

POUR CHERCHER L/EQUATION
D/UN PLAN, IL FAUT UN POINT
POSITION (UN POINT D'ATTACHE )
ET UNE INCLINAISON (DEUX
VECTEURS DIRECTEURS PUISQUE
C’EST EN DEUX DIMENSIONS)

Pour construire un plan  dans I'espace R3, il
faut connaitre 2 types de données :

e L|'orientation du plan m, donnée par deux
vecteurs directeurs d et &, non nuls et
non colinéaires.

e la position du plan 1, donnée par un

vecteur position : g = <§;>
D3

Notons les coordonnées d'un point M(x; y; z)
qguelconque du plan . (M pour "mobile"). Et

notons ¥ = OM

—— B -
Le vecteur PM est contenu dans le plan r donc il est une combinaison linéaire des deux vecteurs directeurs d

etd: PM =A-d +u-8 pour A, € R. (Les vecteurs PM, d et & sont coplanaires)
A l'aide de la relation de Chasles, on peut écrire : PM = OM — OP
On peutdoncécrirezm—aﬁ = /1-3+u-§, pour A, ueR

Ouencore:W=51—5+/1-3+u-§,pour/1,ue]1§

N

Ce qui donne ||I'équation vectorielle: ¥ = p + A - d+ W-é, pourd,ue ]R‘

Lorsque les coefficients A et u parcourent I'ensemble des nombres réels R, on obtient tous les points du plan

TT.

On peut aussi obtenir : (f;) = <§;> + A- <Z;> + u- <2>,/1,u eR

z D3 ds €3

Et on parle d'équation paramétrique lorsque I'on écrit sous forme de composantes :

y=pxt+Ad-dy+ pu-e; , LpuekR

xX=p;+tA-di+pu-e
z=p3+A-d3+pu-e;3
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Remarque:

La connaissance de trois points non alignés du plan est suffisante. En effet, si un plan contient les points 4, B
et C, alors les vecteurs AB et AC peuvent jouer le réle de vecteurs directeurs, tandis que le vecteur position

peut étre a choix 521: 0B ou OC.

Il est possible de faire disparaitre les parametres A et u de ce systeme, pour n'obtenir plus qu'une seule
équation en x, y et z. C'est I'équation cartésienne du plan .

Exercice : Soient les points A(1;2;1),B(—1;1;3) et C(3; —4; —5)

1) Déterminer une équation vectorielle de ce plan.
2) Déterminer I'équation cartésienne de ce plan :
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Solution :

1) Déterminer une équation vectorielle de ce plan:

x 1 -2 2
y]=|2|+A{-1|+tun|-6).4uneR
z 1 2 -6

2) Déterminer I'équation cartésienne de ce plan :

x=1—21+4+2u
y=2—-1—6u ,ALueR
z=1+21—-6u

Idée : isoler un parametre dans deux équations pour les égaliser (et faire disparaitre ce parametre)

x—1+24

— =

y=2+1

_6 -
z=1+4+21-6-yu

X—=1+24 _ y—=2+2
2 -6

On obtient :

Donc: —6(x —1+21) =2(y—-24+1) e -3x—-1+2)=y—-2+1 -3x+3—-y+2=71

—-3x-y+5

On peut alors injecter cette derniére expression dans la derniére équation :

z=1+42- B8 _g YT 4 Ty gy a =142 TRy gy SIS
Donc:z=1+2 . Z3%-y+5 +y— 2+ —3X;Y+5 =1+ —6x—2y+170—3x—y+5 +y
—9x—-3y+15

Donc:z—y+1= ©7z—7y+7=-9x%x—-3y+159x—-4y+7z=8

Que peut-on trouver dans la table CRM ?  Plan

On note 7 un plan passant par le point A(ay;as;as) et de vecteurs directeurs non colinéaires @
et U.

a
Le vecteur 7 = @ x 7= | b | est un vecteur normal au plan .

Un point P(z;y;z) appartient au plan 7 si et seulement si I'une des
conditions suivantes est vérifiée :

|

. —
Equation vectorielle P = OA+ X i+ pv ApeR

ar+Auy +pvy
ag + Aug + pvg ApeR
ag+ Auz + puvs

Equations paramétriques

— O
now w
[T

Equation cartésienne ar+by+cz+d=0
—
Autres formes n-AP =0 (@)

.
Det(AP; z?f) =0

3
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4.2 Représentation graphique précise d'un plan :

Soitleplanr[:17=(3)+/1<_31>+u<g> ,ALueR

ou encore, mis sous forme cartésienne: 6x + 2y + 3z =6

-2 0 -2

Calculons les points d'intersection du plan 7 avec chacun des trois axes du repére :

On peut ensuite représenter le plan a I'aide de ses traces :

Surl'axex:onay =0etz=0:

6x=6
doncx =1
donc : (1;0;0)

Surl'axe y:onax =0etz =0:
2y =6

doncy =3

donc (0; 3;0)

Surl'axezzonax =0ety =0:
3z=6

doncz =2

donc (0; 0; 2)

fenétre —

tableau
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4.3 Position relative de deux plans de I'espace :

Soit les plans a; = (41;Uy; V1) eta, = (A,;Uy,; v,) del'espace

Définition : Si chacun des triplets (uy; v71; uy) et (ug; vy; V) estun triplet de vecteurs linéairement
dépendant, les plans a; et a, sont paralléles ; sinon ils sont sécants.

Il'y a trois cas possibles résumés dans ce tableau :

Positions relatives de deux plans

Paralléles Sécants

Strictement paralléles ou disjoints Confondus

Leur intersection est vide Leur intersection est un plan Leur intersection est la droite d

LE PLAN DU SOL EST PARALLELE AU
PLAN DE LA SALLE DU DESSOUS

LE PLAN DE MON PLAFOND EST
CONFONDU AVEC LE PLAN DE SOL
DE LA CLASSE DU DESSUS

pinkmaths.ch
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On considére la droite d = (A; c?) etle plan P = (B; u; ¥) dans |'espace

Définition :

5
Si les vecteurs d, Ui et ¥ sont linéairement dépendants, la droite d et le plan P sont paralléles ; sinon, ils sont
sécants.

Résumé des situations possibles :

Positions relatives d'une droite d et d'un plan P

Paralléles Sécants
d est incluse dans le plan P d et P n'ont aucun point en d et P ont un seul point en
commun commun

LA DROITE COUPE LE
PLAN EN UN POINT-
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Exercice de récapitulation :

Considérons les droites d et e données par un systéme d'équations paramétriques et trois plans «, et y par
leurs équations cartésiennes :

y=-3-2k; ey =—-2+n;

x =13 4+ 5k xX=n
d:{ {
z=5+3k z=-1

a:5x+11ly—-z—-11=0; f:x—y+3z+1=0;
y:5x+ 11y —z—-43 =0

a) Montrons que les droites d et e sont sécantes en un point P dont on

déterminera les coordonnées

b) Montrons que les plans a et § sont sécants et déterminons un systéme d'équations paramétriques de leur
droite i d'intersection.

¢) Montrons que les plans a et y sont strictement paralléles.
d) Montrons que la droite e coupe le plan y en un point Q dont on déterminera les coordonnées
e) Montrons que la droite d est strictement paralléle au plan

f) Montrons que la droite e est incluse dans le plan (5.
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Solution de I'exercice de récapitulation :

134+5k=n
a) Il faut résoudre le systeme :{—3 — 2k =—-2+n
54+3k=-1

On résout : {_35_+2ik_=__21+ n

On trouve : {kn= _32 que I'on vérifie dans la premiére équation : 13 + 5(—2) = 3

Cette égalité étant vérifiée, le systéme complet envisagé admet pour solutions k = —2 et n = 3 et les deux
droites d et e sont sécantes et admettent pour d'intersection le point P(3; 1; —1)

Remarque : Si la premiére équation n'était pas vérifiée par la solution des deuxiémes et troisiemes
équations, les deux droites d et e seraient gauches.

S5x+11ly—z—-11=0 {Z=5x+11y—11

b)IIfautresoudreIesysteme:{ X—y+3z+1=0 x+2y—-2=0

Posonsy = A.Onaalors: x = -2+ 2etz=41-1
On obtient alors que le systeme admet une infinité de solutions et I'on peut donner par le systeme
x=2-21
d'équations paramétriques : { y=2
z=-1+21
Il s'agit d'un systeme d'équations paramétriques d'une droite, qui est donc la droite i d'intersection des plans
aetf.

Il faut étudier | » .{5x+11y—z—11:0
c) Il faut étudier le systéme : Sx+1ly —z—43 =0
32=0

Ce systeme se transforme en : {Sx + 11y — 7 — 43

-0 qui n'admet aucune solution. Les deux plans sont

donc strictement paralléles.

S5x+11ly—z—-43=0

7 p X=n
Il faut drel t :
d) Il faut résoudre le systéme y=—24n
z=-1

Par substitution, on obtient I'équation : 5n + 11(—2+n) — (-1) —43 =0

Celle-ci admet la solution unique n = 4. Ainsi la droite e et le plan y admettent un seul point commun :

Q(4;2;-1)

e) Méme démarche que a la question d),
on obtient I'équation: 5(13 +5k) +11(-3—-2k) - (5+3k)—11=016=0

Le systeme n'admettant pas de solution, la droite d et le plan a n'ont aucun point commun et sont par
conséquent strictement paralléles.

f) Méme démarche qu'en d), on obtient I’équation:n — (—2+n) +3(-1)+1=0<0=0
Ainsi, les coordonnées de tout point de la droite e vérifient I'équation du plan 8, et par conséquent e est incluse dans f5.
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