1IMA2 Algébre cours

Alg&bre

(A+ B)? = A% + 2AB + B?
(A—B)? = A2 — 2AB + B?
(A+B)(A—B) = A> — B?

A% + B% pas factorisable dans R

X+AX+B)=X>?+(A+B)X+ AB

y
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1IMA2 Algébre cours

Objectifs du chapitre :

e Maitriser les techniques élémentaires, consolider les notions vues au cycle d’orientation

o Appréhender le langage mathématique, a travers la signification des signes, des symboles,
des relations et des opérations

e Sensibiliser a la formalisation au travers du calcul littéral (modélisation et abstraction)

e Savoir choisir des stratégies adéquates faces aux difficultés rencontrées

e Constituer une « boite a outils » dans laquelle puiser a bon escient.

TOUT CA 7
C'EST VRAIMENT
uTILE ?7

OUl ! UTILE POUR LES 4 ANS (ET
DANS D’AUTRES MATIERES AUSSI...) !
ALORS ON NE COMPARTIMENTE PAS
PARCE QU’IL VA FALLOIR FAIRE DES

LIENS ENTRE LES DIFFERENTS
CHAPITRES !

FORMATE PAS LA
CARTE MEMOIRE
APRES CHAQUE
EVALUATION ! TOU
SERA UTILE !
TouT !

Matériel pour étudier ce chapitre :

- Ce polycopié distribué en cours

- Lesséries d’exercices appelées « Algebre : Série ... »

- Les deux brochures d’exercices de calcul littéral du college Voltaire
- Monographie CRM n°27 Notions élémentaires (en cours)

- Formulaires et tables CRM (pour les épreuves)

Commencgons par une question :

Vraiou Faux ?

|_a somme de trois nombres entiers et consécutifs est toujours égale au triple du2edeces

nombres.
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1IMA2 Algébre cours

§

1. Rappels : Calcul littéral, Notations et conventions d’écriture

Vrai ou Faux ? La somme de trois nombres entiers et consécutifs est toujours égale au triple du 2¢ de

ces nombres.

UNE INTUITION, CA AIDE
MAIS NE SUFFIT PAS ! EN MATHS,
ON DOIT PROUVER S| C'EST
TOUJOURS VRAI OU CHERCHER UN
CONTRE-EXEMPLE Sl CA PEUT
ETRE FAUX-

Prenons un exemple : La somme de 10, 11 et 12 est

égale a 33, c'est-a-dire le triple de 11.

Il s’agit d’un cas particulier.
Mais est-ce toujours vrai ?

De maniére générale, choisissons n pour désigner le
premier de nos trois nombres consécutifs.
Les trois nombres s’écrivent alors: n,n + 1 et n + 2.

La somme de ces nombres estainsi:n+n+1+n+2=3n+3 =3(Mn+ 1) doncle triple du 2¢
nombre.

Ainsi, le calcul littéral est une généralisation du calcul numérique.

Frangois Viete était un avocat et un mathématicien frangais né a Fontenay-le-Comte
en 1540 et mort a Paris en 1603. Son ceuvre est capitale pour la symbolisation en

al

connues ou inconnues. Son ouvrage principal s’intitule Les Zététiques.

En mathématique, il faut abstraire ! Autrement dit, lorsque I’on voit une expression
mathématique comportant des lettres, il faut imaginer qu’elles représentent des

gébre. C’'est a lui que I'on doit ‘utilisation des lettres pour représenter les quantités

nombres. Il faut se détacher de I’écriture.

Exemple : f(x) =x? —3x+2etx =4alors f(4) =42 —-3-44+2=6

Le choix de représenter des nombres par des lettres va permettre de généraliser et de noter de

maniére compacte certains résultats mathématiques.

Exemple : L'aire d’un carré :

. Aire =
. Aire = - <
Are= | . % Plus généralement : -2 | *
. 44=42 XX=X
33=3
3 4 X

/n

\_

ous allons distinguer :

- Lesconstantes: a,b,c,d, ... qui représentent un nombre particulier d’'un ensemble donné.
exemple:a =3,b=17/4

- Lesvariables: x,y,z, t,n,m, ... qui représentent un nombre quelconque d’un ensemble
donné.
exemple : x peut prendre ses valeurs dans Z
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IMA2 Algébre cours

Vocabulaire :

On appelle somme le résultat d’une addition et différence celui d’une soustraction.

Le produit est le résultat d’une multiplication, le quotient celui d’une division.

Nombres et chiffres ne sont pas les mémes objets : un nombre est formé d’un ou plusieurs chiffres
au méme titre qu’un mot est formé d’une ou plusieurs lettres.

Ensembles:

N est ’'ensemble des entiers naturels

N={ } N* = { }

Propriété : Dans N, la somme et le produit de deux nombres entiers naturels sont eux aussi des
entiers naturels.

Il n’en n’est pas forcément de méme pour la différence ou le quotient.

Propriété : Dans N, chaque nombre supérieur a 1 peut se décomposer en produit de nombres
premiers.

Z est I’'ensemble des entiers relatifsﬂ

Z={ } Z"={ }

Propriété : La somme, la différence et le produit de deux entiers sont eux aussi des entiers relatifs.
Il n’en n’est pas forcément de méme pour le quotient.

Propriété : Dans Z, chaque nombre possede un successeur (le nombre suivant) et un prédécesseur
(le nombre précédent)

Notation:Z, =N Z_={..; —2;-1;,-1;0}

Q est 'ensemble des nombres rationnels

Q={ }

Les nombres rationnels sont donc ceux que I’on peut écrire sous forme d’une fraction.

Dans la fraction %, a et b sont des nombres entiers. a est le numérateur et b le dénominateur.
Propriété : La somme, la différence, le produit et le quotient de deux nombres rationnels sont eux
aussi des nombres rationnels.

Rappel : Pour additionner deux fractions, il faut un dénominateur commun.

(Pour la multiplication, ce n’est pas nécessaire)

Rappel : La partie décimale d’un nombre rationnel est soit finie, soit infinie périodique.
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1IMA2 Algébre cours

Exemples :

517

e 517 estrationnelcar 5,17 = —
100

- S — 103
e 3,12 estaussirationnel car 3,12 = Yy
Les nombres dont la partie décimale est infinie et non périodique ne peuvent pas s’écrire sous forme

d’une fraction. C’est le cas, par exemple du nombre 7, de V2 ou de la racine carrée de n’importe
qguel nombre premier.

R est ’ensemble des nombres réels

Cet ensemble contient les nombres dont la partie décimale est finie ou infinie (périodique ou non).
C’est le plus grand ensemble de nombres dans lequel nous travaillerons.

Ces ensembles sont inclus les uns dans les autres. On dit aussi qu’ils sous-ensembles les uns des
autres. Onécrit:NcZc Q c R.

=

Symboles

e VY :pour tout, quelque soit

o IJ:ilexiste

e x € A, signifie que I'élément x appartient a I'ensemble A.

o x & A, signifie que I'élément x n'appartient pas a I'ensemble A

e L’ensemble vide, noté @, est I'ensemble ne contenant aucun élément.

e A c B signifie que I'ensemble A est inclus dans I'ensemble B. On dit que A est un sous-ensemble de B

Pour indiquer qu’un nombre a appartient par exemple a I'ensemble Z, on écrit a € Z eton dit« a
appartient a Z » ou « a est élément de Z ».

Exemple :

> Algebre, Série 1 exercices 1 a 13
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IMA2 Algébre cours

Passer de l'écriture décimale a l'écriture fractionnaire :

Distinguons trois cas :

Cas 1:Sile nombre posséde une partie décimale finie, il suffit de le mettre en dixieme, centiéme, milliéme,
etc. selon le nombre de chiffres que posséde la partie décimale.

Ne pas oublier ensuite de simplifier la fraction.

Exemple: 2,5 = L5_3
10 2

Cas 2 : Si le nombre possede une partie décimale périodique, on utilise une petite astuce consistant a
éliminer la partie périodique en multipliant le nombre par 10 si la partie décimale comporte 1 chiffre, par
100 si elle en comporte 2, etc.

Exemple: 0,37 =?

__ ASTUCE :
VERIFIEZ CE QUE

Onpose:x = 0,37

LA
CALCULATRICE!
(AN

On calcule : 100x = 37,37

On soustrait : 100x —x = 37,37 —-0,3

9x =37 @ x=2
99
Conclusion: 0,37 = 37
99

Conseil : vérifier le calcul avec une calculatrice : 37 + 99 =~ 0,373737374

Cas 3 : mélange du cas 1 avec le cas 2 : Si un nombre possede une partie finie et une partie périodique,
I'astuce est de séparer les deux parties pour les traiter séparément. Il ne faut pas oublier de tout
rassembler en une seule fraction.

Exemple: 2,13 =?

; 1
243=21+4003 =423 2L, 3 21, 1 O 1 _064 32
2 EAtTOER 0710 10710 10 T30 30

30 30 15

Conseil : vérifier le calcul a la calculatrice : 32 +~ 15 =~ 2,133333333

Autre méthode : poser x = 2,13

pour supprimer la partie périodique par soustraction, il faut calculer :

- - 1920 32 =
1000x —100x = 2133,3-213,3 ©900x =1920©x =——=—=12,13
900 15
900x 1920

JDM - Collége Voltaire



IMA2 Algébre cours

Exercice : Ecrire les nombres décimaux suivant sous la forme d’une fraction.

o 1,26=
e 0,112 =
o 1,234 =

> Algébre Série 1 exercice 14 & Brochure §2 ex 4
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IMA2 Algébre cours

Opération sur les ensembles!

Nous allons expliquer les différents symboles a I'aide de diagrammes de Venn. Ce paragraphe sera utile en
premiere année lorsque nous l'appliquerons a des intervalles dans le cadre de la résolution d'inéquations et
de systemes d'inéquations. Ce chapitre sera trés important en troisieme année dans le chapitre des
probabilités.

Soient A et B deux ensembles contenus dans |'univers U.
Exemple : U = {0;1;2;3;4;5;6;7;8;9; 10},
A = {nombres pairs}

U EEMPLE B = {multiples de 3}

L'intersection de A et de B est I'ensemble des éléments qui appartiennent a la fois a I'ensemble A et a
I'ensemble B. On note cet ensemble A N B et on lit: "A inter B".
Onpeutnoter:ANB ={x € Ulx € Aet x € B}

U

Illustration :

Exemple :ANB =

L'union ou la réunion de A et B est I'ensemble des éléments qui appartiennent a I'ensemble A ou a
I'ensemble B (ou aux deux). On note cet ensemble A U B et on lit "A union B".
Onpeutnoter: AUB ={x € Ulx € Aoux € B}

Illustration :

Exemple :AUB =

1 Voir notions élémentaires p.2-3 et p. 9-10 exercices 1 a9
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IMA2 Algébre cours

La différence de deux ensembles A et B est I'ensemble des éléments qui appartiennent a I'ensemble A
mais non a I'ensemble B. On note cet ensemble A\B et on lit"A moins B".
Onpeutnoter:A\B={x € Ulxe€Aetx & B}

Illustration :

Exemple : A\ B =

Le complémentaire d'un ensemble A est I'ensemble de signifie tous les éléments qui ne sont pas dans
I'ensemble A. On note cet ensemble A et on dit "non A".
Onpeutnoter: A = {x € Ulx ¢ A}

Illustration :

Exemple : A =

oo
Il

> Algébre Série 1 exercices 15 a 22
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IMA2

Notion d’intervalle 2

Algébre cours

Pour appliquer les opérations vues sur des ensembles, rappelons quelques notations concernant les

intervalles. Les intervalles sont utiles dans le chapitre des inéquations.

2<x<5

@plupart des inéquations ont une infinité de solutions. Pour illustrer, les solutions de I'inéquation \

I

Consistent en chaque nombre réel x compris entre 2 et 5. Sauf le 2 et sauf le 5.

Q\ appelle cet ensemble de nombres un intervalle ouvert, il est noté : S = ]2; 5]. /

=

Par exemple, les solutions de I'inégalité :

2<x<5

QJmprises.

Si on veut inclure les extrémités, on utilise les crochets tournés vers I'intérieur.

Sont notées par S = [2; 5], on a un intervalle fermé. Les crochets fermés indiquent que les extrémités sont

S 5
e
Y

J

On peut aussi considérer des intervalles semi-ouverts : [2; 5[ ou |2; 5] et des intervalles infinis.

Notations Inéquations Représentation

(1) la:b[ a<x<b ] /{ >
a ')

(2) [a:b] a<x<b L 5 >
a )

(3) [a;b[ a<x<b . /{ >
a ]

(4) la;b] a<x<bh ] } -~
a ')

(5) Ja:=o| x>a ] >
a

(6) [a;=o| x>a f |
a

(7) J-==:b] x<b } /{ >

(8) |-==:b] x<b } ; >

(9) Jeoieo[ | —ee<x<ee | ] >

2 Swokowski, Algébre, p. 118

JDM - Collége Voltaire
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SIGNIFIE DE 2 A 5 MAIS LE 2
EST COMPRIS ET LE 5 N'EST
PAS COMPRIS.
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IMA2

Intervalles et opérations sur les ensembles :

Algébre cours

Exemple : Soient I [ = [—1; 5[ et ] = [3; 10[ deux intervalles réels.

Ona:InjJ=[3;5 etluJ=[-1;10[

Illustration :

A\ 4

S 10
L luJd r
L

Exercice : Soient A = [1; 4] et B = [—2; 3| deux intervalles réels.

Déterminez: ANB =

AUB =

A\ B =

B\ A=

™

e

JDM - Collége Voltaire
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> Algébre Série 1 exercices 22 a 25
» CRM, Notions élémentaires, p. 2 & p. 10ex7a 9
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IMA2 Algébre cours

§2. Puissances
Ce chapitre sera tres utile en deuxieme année pour la définition des fonctions exponentielles et
logarithmes.

Définitions : Soit a un nombre réel. Soit n un entier naturel, n > 0.
a puissance n, noté a”, est égal au produit de a par lui-méme n fois :
a"=a-a-..-a
T
a s’appelle la base et n s’appelle I’exposant.

Soient a et b deux nombres réels quelconques. Soient m et n deux entiers naturels.

Propriété1: a™-a" = g™t

En effet, si I'on multiplie a par lui-méme m fois, puis par lui-méme n fois, cela revient a le multiplier (m +
n) fois par lui-méme.

Exemple: 3*-32 = =

Propriété 2 : [a™]" = a™™

En effet, si I'on multiplie a par lui-méme m fois, et cela n fois, cela revient a le multiplier (m - n) fois par
lui-méme.

Exemple : (6°)7 = =

m
Propriété 3:Sia # 0:— = a™™"
a

En effet, il est possible de simplifier la fraction puisqu’il s’agit de produits de nombres identiques au
numérateur et au dénominateur. Il en reste finalement (m — n).

De plus, il est nécessaire que a soit différent de 0 pour éviter une division par 0.

Exemple : 127 _ =
ple: 26 = -

Propriété4:Sia#0:a° =1

n n
Car d’une partZ—n = 1, et d’autre part Z—n =a™ ™" = a° (selon la propriété 3)

Exemple : 3,456° =

1
e o n_ 1 _
Propriété 5:Sia#0:a™™ = e Er-ce qus vous.
BASE DOIT ETRE
1 a’ 0—n -n ™ DIFFZEEEggTEDE
Eneffet: — =—=a = a~ " (selon les propriétés 3 et 5) ¥
a a

Exemple: 1077 = =

‘ Propriété 6:(a-b)" =a™ - b" ‘
Exemple: (6 -8)° =

12
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IMA2

n n
Propriété 7:Sib # 0: [%] = Z_n

Exemple : G)Z = =

Rappel:

Algébre cours

La racinen —
nombrea:x =Va o x" =a

ieme d’un nombre a est le nombre x qui, multiplié n fois par lui-méme, est égal au

Exemple :

Propriété 8:Sia > 0etsin #0:

1
an = Ya

Exemples : 91/2 = =

321/% = =

Propriété 9:Sia > 0etsim # 0:a¥V/™ = Va = ("{/E)n

Exemple : 82/3 = =

Propriété 10:Si a > 0etsin# 0:a™™ = (a

1)—m/n

Exemple :

Résumé des propriétés que vous trouverez dans la table CRM :

Puissances et racines

On note a et b des nombres strictement positifs; /a n’est définie que pour n € N*.

=

00:1 aP:a.ap—l a*q:iq aéz\q/a a}‘;:qap
a
a? a? a\P
Pad — qPtHa — = P4 P4 — P9 P — P _ = =
arfal = a i (a?)? = & aPb? = (ab) - (b
9,
(Va)'=a | (Ya=v@ | {[va=wa | Vatb=vab _{‘Z: /e

JDM - Collége Voltaire
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> Algébre Série 2 : Propriétés des puissances
» Notions élémentaires, p.114-116 exercices1 a4 & 8 a 12
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IMA2 Algébre cours

§3. Equations de degré 1

Une équation est une égalité entre deux expressions algébriques
appelées "membres" de I'équation.

Dans les membres apparaissent des variables (x, y, t...) appelées
inconnues.

Exemples :

JUSTE UNE MINUTE!

1) x + y = 10 estune équation a deux inconnues. AT L R

2) x? = x + 2 estune équation a une inconnue.

Lorsqu'on donne au hasard une valeur a chaque inconnue de
I'équation on obtient, en général, une égalité fausse.

Par exemple, en choisissant x =1 et y = 2 dans la premiére équation, on obtient: 1+ 2 = 10.

La solution d'une équation est I'ensemble des valeurs que I'on peut donner a la (ou les) variable(s) de sorte
a obtenir une égalité vraie.

Par exemple, x = 2 estune solution de la seconde équation car en substituant x par 2,

on obtient: 22 = 24 2 c'est-a-dire 4 = 4.

-
Résoudre une équation revient a déterminer I'ensemble de ses solutions.

Eet ensemble est usuellement noté S.

Pour la seconde équation, S = {- 1; 2}. (-1 est aussi une solution de cette équation.)

-
Certaines équations ont une infinité de solutions, d'autres n'en ont pas, ... tous les cas sont possibles.

i_es membres d'une équation de degré 1 sont des polyndmes de degré 1.

Par exemple, les équations suivantes sont de degré 1.

1) 2x-3 = 4 4) 4x + 8 = 4(x + 1) + 4
2)"7‘1=\/§ 5 x-1=x+3

3) 5x-2=3x +1

Par contre, les équations ci-dessous ne sont pas du premier degré.

1) x2=x+2 2) Vx=5 3) —=2

14
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IMA2 Algébre cours

Les équations de degré 1 peuvent se résoudre algébriquement en isolant l'inconnue dans I'un des

deux membres.

Pour cela, il faut transformer I'équation selon certains principes d'équivalence qui découlent des
propriétés des nombres réels et des opérations :

a, b et c représentent des nombres réels

)a=b < a+c=>b+c

2) a=b & a-c=b-c

3) a=b < a-c=b-c (saufsic=0)
4) a=D> ©%=§ (sauf si ¢ = 0)

1) et 2) signifient que I'on peut ajouter ou retrancher la méme quantité a chague membre de
I'équation.

3) et 4) signifient que I'on peut multiplier ou diviser chague membre de I'équation par une méme

guantité pour autant qu'elle soit non-nulle.

Ces quatre propriétés permettent de transformer une équation donnée en une nouvelle équation qui
lui est équivalente, c'est-a-dire en une nouvelle équation qui a le méme ensemble solution qu'elle.

Exemple 1 Résolutionde 2x—-3=4

2x-3 =4 < (on ajoute 3 a chaque membre)
2x =7 & (on divise chaque membre par 2)
x = % x estisolé dans le membre de gauche.

7 . S .
x =z est une nouvelle équation équivalentea 2x - 3 = 4.

. . . 7
L'ensemble solution de ces équations estdonc: S = {E}

Exemple 2 Résolutionde 4x + 8 = 4(x + 1) + 4

4 +8=4x+ 1) +4 & (étape algébrique : distributivite)
4 +8=4x+4+4 < (étape algébrique : regroupement)
4x + 8 = 4x + 8 On remarque que chaque nombre est solution.

Comme R est le plus grand ensemble de nombres dans lequel nous opérons, la solution de cette
équationest: S = R.

15
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Algébre cours

11 est parfois possible de ramener une équation donnée a une équation de degré 1 alors qu'elle

ne l'est pas au départ.

Exemples

1) x+2)(x+1)=x*-4x+2&
X+x2x+2=x*—4x +2&

X2+3x+2=x*—4x+2&

3x =—4x&
7x=0

S = {0}

2) —=7¢&

>

1="7x

3) Vx-5+l=4e

Distributivité

Regroupement

les x? s'annulent (les 2 aussi)

Equation de degré 1

Multiplication par x

Equation de degré 1

Soustraction de 1

Elévation au carré

Equation de degré 1

> Brochure calcul littéral, §3, p.3-2 d 3-4 & §4, p.4-2 a 4-4 & Algébre Série 3
> Notions élémentaires p.33 exercice 4

Cherchez par al

V&

2X

JDM - Collége Voltaire
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1IMA2 Algébre cours

§4. Inéquations de degré 1

Les inéquations du premier degré sont des inégalités contenant une inconnue x € R
Exemple:3x —2 < 7x+5
Le but est de résoudre de telle fagon a déterminer les valeurs de x vérifiant I'inéquation.

Pour isoler x, les inéquations se résolvent ainsi :

On peut additionner ou soustraire de chaque coté par le méme nombre sans modifier le sens de
I'inégalité.

Suite de I'exemple : 3x—-24+2<7x+5+2 &
Ix<7x+7 &
3x—=7x<7x+7-7Tx&

—A4x <7

Par contre, pour multiplier ou diviser par un nombre, le sens de I'inégalité change selon le signe
du nombre :

Si le nombre est positif le signe de I'inégalité demeure inchangé

Si le nombre est négatif, le signe change de sens

Petit exemple : —2 < 9 si on multiplie par 3, on obtient : —6 < 27

—2 < 9 si on multiplie par -3, on obtient : 6 > —27

La multiplication par un nombre négatif rend positif ce qui était négatif et vice-versa, et forcément
le signe d’inégalité change de sens.

Continuons la résolution de I'inéquation : —4x < 7, pour isoler x il faut diviser les deux membres de

NS . 7
I'inégalité par -4, le signe va changer : x > =" i >

; 7
4
Il'y a, contrairement aux équations, une infinité de solutions.

.”7'7.
Re o o9y

abe % 'v-—v-v"—/ =
- -. EOOR
Sl D > Brochure calcul littéral §5 & Algébre Série 4

Z:: § 9 » CRM n°27, Notions élémentaires, p.30-31& .p33 exercice 5

17
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IMA2 Algébre cours

§5. Systemes d’inéquations du premier degré

Méthode :
1) On résout indépendamment chaque inéquation,
2) On cherche les solutions communes des deux ensembles solutions trouvés en faisant I'intersection.

3) Donner I'ensemble solution.

Exemple : Résoudre le systeme suivant et donner I'ensemble solution

D3x—-2<7x+5

N1 xs >
)3 Xy

7

3x—2<7x+5 -7 <4x —Z<x x> =
< 4

1) X3 Syt s 4 o 4
2 X =7 4 4 —2x+4 > 3x x<§

2) Onadonc:S; = [—Z;+00[ etS, =]—00;§[

3) Lasolutionestdonc:S =5 NS, = [—Z;+00[ﬂ] —00;§[= [—Z;%[

Exercice : Résoudre le systeme suivant et donner I'ensemble solution.

1D3x—-1<5x+3
S5x
2)7>3+7x

» Algébre Série 5
> Notions élémentaires p.34 exercice 8
> Brochure §5ex 4

18
JDM - Collége Voltaire




1IMA2 Algébre cours

§6. Systeme d’équations linéaires

_'

Enigme:

Résoudre :

Ce paragraphe permet des liens avec le chapitre des 3x2= 6 "
. R . i
fonctions en premiere année. x+y+z=6

OH ! TROP
cooL ! UNE
ENIGME !

Il sera trés utile en géométrie vectorielle dans le plan en BARLAARAHHHHHHIH |

DES MATHS !
deuxieme année, en géométrie vectorielle dans I'espace

en troisieme année et en algebre linéaire en gquatrieme

année.

Exemples de systémes d’équations :

{x—2y=—8 {x+3y+4
3x+5y=9 y=5x—2

Vous connaissez deux méthodes de résolution pour les systémes de deux équations linéaires a deux
variables :

1) Méthode graphique (recherche du point d’intersection entre deux droites)
2) Méthode algébriques (comparaison, substitution, addition)

[llustrons ces méthodes a I’aide d’exemples :

1) Méthode graphique

S = @ pas de point d'intersection (droites paralléles)

S={1-1}

La résolution a l'aide de cette méthode graphique sera étudiée dans le chapitre d’analyse.

19
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2) Méthodes algébriques

(a) Méthode par addition :
On multiplie une ou les 2 équations, si cela est nécessaire par des nombres afin que les
coefficients de I'une des 2 inconnues soient alors de valeurs opposées.
On additionne ces équations et alors une des inconnues est alors éliminée.
On résout et une fois que I'une des inconnues est déterminée, on remplace dans I'une des
équations afin de trouver I'autre inconnue.

E | _{2x—y=3
SO 13x + 2y = 2

(b) Méthode par substitution :
On exprime I'une des inconnues par rapport a I’autre puis on substitue cette inconnue dans
I'autre équation

E | _{2x—y=3
SO 13x + 2y = 2

JDM- College Voltaire 20
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(c) Méthode par comparaison :
On exprime I’'une des inconnues par rapport a I’autre dans les équations.
On égale les deux équations.

E | _{2x—y=3
Exemple : 4x +2y =2

Remarque : Si le nombre d’équations est plus grand que le nombre d’inconnues, on peut trouver
une solution en n’utilisant qu’une partie des équations, mais il faudra VERIFIER que cette
solution est bien solution des équations qui n’auront pas été utilisées.

x+y=2
Exemple : {x — 2y = —1
x+3y=5
Important : La solution d’un systéme d’équation se donne sous la forme : S = {( ; )}

> Algébre Série 6 & brochure §6
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§7. Généralisation

Passons maintenant a un systeme contenant 3 équations et 3 inconnues. Nous allons résoudre un méme
exemple selon deux méthodes puis pour chaque méthode vous résoudrez aussi un exemple.

Méthode 1 : Elimination de Gauss3
Cette méthode est basée sur celle appelée "par addition" que nous avons utilisée pour résoudre les
systemes de deux équations a 2 inconnues. L'idée est de garder la premiere ligne avec les 3 inconnues, de

simplifier la deuxieme ligne pour qu'il n'en reste que 2 et simplifier la 3e ligne pour qu'il ne reste qu'une
inconnue.

Exemple résolu :

x—2y-3z=-1_, -1
2x+y+z=7 | 1
x+3y—2z=13 1

Premiere étape : simplifier une inconnue (ici x) dans les lignes 2 et 3:

- on recopie la premiere ligne sans la modifier dans le systéeme suivant

- nous allons multiplier la premiere ligne par —2 et I'additionner a la deuxieme ligne: on inscrira le résultat dans
la deuxiéme ligne du systéme suivant

- nous allons multiplier la premiére ligne par —1 et I'additionner a la troisieme ligne: on inscrira le résultat dans
la troisieme ligne du systéeme suivant

x—2y—3z=-1
S Sy+7z=9 |1
S5y+z=14 1

Deuxiéme étape: simplifier une deuxiéme inconnue (ici y) dans la ligne 3:

- on recopie la premiere ligne et la deuxieme ligne sans les modifier

- on multiplie la deuxiéme ligne par —1 et on I'additionne a la troisieme ligne: on inscrit le résultat dans la
troisieme ligne du systeme suivant

x—2y—3z=-1
S S5y+7z=9
—6z =5

On a ainsi: une inconnue dans la derniere ligne, on peut donc la trouver rapidement, on peut ensuite remonter
dans la deuxieme ligne et trouver une deuxiéme inconnue, et finalement trouver la derniére inconnue a l'aide de
la premiére ligne:

x—2y—3z=-1 x—2y—-3z=-1 x—2y—3z=-1

5 89
o S5y+7z=9 |4 5y+7-(—g)=9@ y=3 o
6 Z2="5% T 6
x-2-2-3. (-3 =1 x=2
30 6 30
89 — 89 _[(73.89,_5
Y=3 1Y 3% S_{(so’so’ 6)}
g =25 g=_25
6 6

3 Voir notions élémentaires p.128-129 pour deux exemples résolus & p.131 pour des exercices.

JDM- College Voltaire 22



1ima2 Algébre

Exemple :

x+3y+2z=-13
2x — 6y +3z =32
3x—4y—z=12
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Algébre

Méthode 2 : Par substitution4

Marche a suivre : 1) Isoler une inconnue dans la 1ére ligne

2) substituer I'expression dans les lignes 2 et 3. Développer, et simplifier les lignes 2 et 3
3) isoler une inconnue dans la 2éme ligne

4) Substituer I'expression dans la 3e ligne, développer et simplifier la 3e ligne
5) Trouver la valeur de la 3e inconnue dans la 3e ligne. La substituer dans la 1ére et la
2éme ligne

6) Trouver la valeur de la 2e inconnue dans la 2e ligne. La substituer dans la 1ére ligne
7) Trouver la valeur de la 1ére inconnue dans la 1ére ligne.

Résolution d'un exemple :

x—2y—3z=-1
2x+y+z=7 o
x+3y—2z=13

x=2y+3z—-1

=3 S5y+7z=9 &«

g
x=2y+3z—-1

S5y+z=14

x=2y+3z—-1 x=2y+3z—-1
2Qy+3z—-1D+y+z=7 o{4y+6z—2+y+z=7
2y+3z—1+3y—-2z=13 S5y+z=14

x=2y+3z—-1
5y=9-7z
5

x=2y+3z—-1
5y=9-7z 5y=9-7z

9-7z+z=14

=14 =14

—6z=5 z=—=

6
x=2y+3z—-1

x=2y+3z—-1 ==

89 5
x=2-243.(-3) -1 (x=
(s 89 30 6 30
ol y=27) ) =2 _® o)
5 30 Y =30 Y =30
z=_2 5 5
zZ=—- - = —= Z=—-
6 z 6 6
73 89 5
- (B2-9)
30’30’ 6
Exemple :

x+3y+2z=-13
2x — 6y +3z =32
3x—4y—z=12

» Algébre Série 7

4 Voir Notions élémentaires p.129-130
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§8. Opérations avec des polynémes

Pourquoi étudier les polynomes ?

1) Les polyndmes interviennent naturellement dans de nombreux problémes.
2) Ce sont des fonctions qui ne sont ni trop simples ni trop compliquées a étudier.
3) Evaluer un polyndme en un point est simple, puisqu'il ne faut faire que des additions et

multiplications.

Exemple de probleme :

Une fusée jouet est lancée verticalement depuis le sol, comme le

montre le dessin ci-contre. / \

Si la vitesse initiale est de 36 m/s et si la seule force agissante est i\
la force d'attraction, la hauteur h (en m) de la fusée au-dessus du

sol aprés t secondes est donnée par h = —4, 9t* + 36t h

On donne les valeurs de h pour les 7 premieres secondes de vol

dans le tableau suivant :

[S]
(98]

5 6 7

t (sec) 0 1
0

4
h (m) 31.1 524 639 656 57,5 39,6 11,9

N

Nous voyons sur ce tableau que la fusée en montant était 60 m au-dessus du sol a un instant entre
t=2ett =3.

En descendant, la fusée était 60 m au dessus du sol a un instant entret = 4 et t = 5. Pour trouver
la valeur exacte de t pour h = 60 m, nous devons résoudre I'équation

60 = —4,9t% + 36t ou 4,9t*> — 36t + 60 = 0

Il s'agit d'une équation du second degré. Nous allons développer des méthodes de résolutions
dans ce chapitre qui nous permettrons de résoudre ce type d'équations.

Si on ne considere que "4,9t%* — 36t + 60", il s'agit d'un polyndme du second degré.
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Définition et vocabulaire :

Définition : On appelle polynéme a coefficients réels une fonction P: R — R définie par:
P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ ap_x" 2 4+ -+ ayx? + ayx + ag
ol ay,,ap_1,An_z, ---, Az, A€t ag sont des nombres réels et a,, # 0.

Exemple : P(x) = 4,9x% — 36x + 60

/o L'entier n est appelé le degré du polynéme. n = 0. \

La seule exception est le polynédme nul : P(x) = 0

e lesnombres a,,a,_1,an_2, ---,ay, a et ag sont appelés les coefficients du polynéme.

® g estappelé le terme constant.
C'est la valeur que prend le polynéme quand on I'évalue en zéro. P(0) = q,

e a, estappelé le coefficient dominant.
\ C'est le coefficient qui multiplie la plus grande puissance de x. /

» Question : pourquoi précise-t-on a, # 0 ?

» Question : Que se passe-il si tous les coefficients sont nuls ?

Exemple 1 : Donner un polynéme de degré 3: P(x) =
Ses coefficients sont : az = a, = a, = ay =
Le terme constant vaut :

Le coefficient dominant vaut :

‘Si on remplace x par une autre lettre, toutes les occurences de x sont remplacées par cette autre lettre

P(t) = P(©) =
P(y) = PQ3) =

Ici, on sous-entend que t, y et © sont des nombres, méme si on ne connait pas leur valeur.
Exemple 2 : Voici un polyndme de degré 4 : P(x) = 17x* — 24x3 + 14x? + 13x — 36
ona:ay =17,a3 = —24;a, = 14,a; = 13 et ag = —36

Le terme constant égale -36 et |le coefficient dominant égale 17.

JDM- College Voltaire
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Opérations sur les polynomes :

ATTENTION ! A(X)

SIGNIFIE QUE
L/EXPRESSION APPELEE
A DEPEND DE X.-

IL NE FAUT PAS
MULTIPLIER A PAR X-

Puisque les polyndmes sont des fonctions réelles, on peut additionner,

soustraire, multiplier, diviser et composer des polyndmes entre deux®.

Exemple : Prenons deux polynémes :
A(x) =3x>—8x+4etB(x) =5x3—6x2+3x—2

deg(4) = deg(B) =

S| ON VEUT

MULTIPLIER A(X) PAR
X, ON NOTE :
xax)

On définit leur somme®: (A + B)(x) = A(x) + B(x)

Calculons: (A + B)(x) = A(x) + B(x) =

On obtient un nouveau polynéme A + B, dont le degré est :
deg(A+ B) =

On définit leur différence : (A — B)(x) = A(x) — B(x)

Calculons: (A — B)(x) = A(x) — B(x) =

On obtient un nouveau polynéme A — B, dont le degré est :

On définit leur produit avec un nombre réel : (a - A)(x) = a-A(x),a € R

Calculons :—3 - A(x) =

1

5 Bl =

On obtient de nouveaux polynémes, dont les degrés sont:

degré(—34) = et degré GB) =

5 Voir Brochure du Collége Voltaire sur le calcul littéral, §1
8 Voir Brochure du Collége Voltaire, §3.
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La multiplication de deux polynémes’ n'est pas intuitive, elle est basée sur un principe :
la distributivité.

[llustration de cette égalité a |'aide de la géométrie :

— y

= la somme des aires du carré et du petit rectangle = x> + xy

L'aire du grand rectangle = x(x + y)

Exemple: A(x)=x et Bx)=x+3

Ax) B(x) =x-(x+3)=x%2+3x

Remarque : ‘Ie facteur a distribuer se distribue sur tous les termes de la somme.‘

Exemple2: x-(x*? —2x+4) =x-x*> —x-2x+x-4 =x3 —2x% + 4x

Remarque : ‘II est possible de distribuer un facteur composé de plusieurs termes.‘

exemple3: (x +3) - (2x> —x+2)=(x+3)-2x2—(x+3)-x+(x+3)-2
Dans ce cas, il faut encore une étape supplémentaire de distributivité simple:
x+3)-2x2—(x+3)x+(x+3)-2=2x3+6x>=(x>+3x)+2x +6 =2x3+5x> —x+ 6

Attention aux parenthéses

Remarque : Le calcul de I'exemple 3 peut se faire directement en distribuant chaque terme du facteur
composé: (x +3) - (2x?> —x+2)=2x3 — x>+ 2x +6x>* —3x + 6

e N\

On distribue le x On distribue le 3

Exercice : Calculer et simplifier: 2x — 1)(3x + 1) =

> Algébre Série 8

7 Voir Brochure du Collége Voltaire, §7
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§9. Identités remarquables

Certaines multiplications de polyndmes sont trés connues car trés utiles :

1)[(a +b)? =

Exemples :

o (x+2)=

o x%>+10x+25=

Algébre

2)l(a—b)? =
Exemples :
° (x — 3)2 =

o 16x*—-8x+1=

3)[(a +b)(a—b) =

Exemples :

e (x+4)(x—4)=

o 49 —x? =
Attention : a* + b* n’est pas factorisable dans R.
X b
4)[(x +a)(x+b) =
2
Exemples : X X b-x
e (x+2)(x—3)=
a-x a.b

e x>—-8x+4+5=

JDM- Collége Voltaire
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Algébre

Méthode de la croix :

(x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab

a0

o+ D

Exercice : Factoriser :

o X’+7x+6=

o x?—4x+4=

o X’+x—-6=

Que peut-on trouver a ce sujet dans la table CRM ?

Calcul algébrique

Identités

(a+ b)? = a® + 2ab + b*

(a—b)?=a%—2ab+ 1

(a+ b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b*

(a —b)® = a® — 3a?b + 3ab® — b®

(@0 = ()a+ (o™t (a2 + ..+ (a4 + .+ (b

n

coefficients binomiaux (’Z), voir page 7

a?—b*=(a—b)(a+b)

a® + b? n’est pas factorisable dans les réels

a®— b = (a—b)(a®+ab+1?)

a®+ b = (a+0b)(a®—abpb?)

a"—b"=(a—b)(a" ' +a" b+ ... +ab" 2+ b

(a+b+c)?=a®+ b+ c® + 2ab + 2bc + 2ac

JDM- Collége Voltaire

> Algébre Série 9
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§10. Factorisation®

Développer est un processus qui transforme un produit de facteurs en une somme de termes. C'est simple
a faire. Les calculs peuvent étre longs.

Exemple : Développer I'expression : (x + y)(x% — xy + y?)

Factoriser est le processus inverse, qui transforme une somme de termes en un produit de facteurs. C'est
généralement plus compliqué a faire que de développer, mais plus utile.

Exemple : factoriser I'expression : x? + 5x + 6

Voici deux utilisations fréquentes de la factorisation :

1) \Factoriser peut servir a résoudre des équations‘

Résolvez I'équation : x3 + 5x2 + 6x = 0

2) ‘Factoriser peut servir a simplifier des fractions‘

x3+5x%+6x

Simplifiez la fraction :
x+3

De maniere générale, on cherche toujours a obtenir le nombre maximum de facteurs possible.

Exemple : x* — y* = (x% + y?)(x? — y?) est une factorisation incompleéte car il n'y a que deux facteurs

alors que:

x* —y* = (x? + y?)(x + y)(x — y) est une factorisation compleéte, car trois facteurs est le nombre maximum

possible.

8 Voir Brochure du Collége Voltaire, §7
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Techniques de factorisation :
Il n'existe pas de recette pour factoriser a coup slr une expression, mais uniquement divers moyens que
I'on doit essayer successivement.

Voici les principaux moyens :

1) Factorisation par mise en évidence
C'est le processus inverse de la distributivité : AB + AC = A(B + C)

Factoriser : x3y + xy3

Factoriser : (x — y)(3a + 5b) + (x — y)(a — 2b)

2) Factorisation par groupement de termes :
C'est le processus inverse de la double distributivité :

A-C+A4-D+B-C+B-D=A4-(C+D)+B-(C+D)=(4+B)-(C+D)

ler groupe ~eme groupe Produit dedeux facteurs

Remarquons que deux factorisations successives par mise en évidence ont été effectuées.

Factoriser : ax — by + ay — bx

Factoriser : x® + x*> + x + 1

\3) Factorisation a I'aide des identités remarquables :\

Factoriser :

(a) 4x? +12x +9

(b)x? — 2y + 2
6" " 36
(c) x*y — xy®

(d) x? —3x — 70

‘Souvent, il faut combiner les trois méthodes pour factoriser toute I'expression algébrique

Factoriser :

(@) (x+13—4(x+1)

(b)4x®> — 9+ (x + 5)(2x — 3)

> Algébre® Série 10

9 Besoin de plus d'exercices ? http://www.gomaths.ch/ ---> Algébre ---> Calcul littéral ---> factorisation

JDM- College Voltaire 32




1ima2 Algébre

§11. Equations de degré deux!®

Une équation de degré deux peut é&tre écrite sous laforme:ax? + bx +c =0

Le théoréme suivant nous permettra de résoudre de nombreuses sortes d’équations :

Théoréme du produit égal a zéro'':
Si A et B sont des expressions algébriques,
AlorsA-B = OsietseulementsiA=00ouB =0

Il s'ensuit que si ax? + bx + ¢ peut étre écrit comme le produit de deux polyndmes du premier degré, des
solutions peuvent étre trouvées en posant que chaque facteur est égal a zéri, comme on le montre dans les
deux exemples suivants. Cette technique est appelée la méthode de factorisation.

Exemple 1 :Résoudre: (x —2)(x +3) =0
©x—2=00ux+3=0  Appliquer directement le théoréme du produit égal a zéro
Sx=2o0ux=-3 Résoudre par rapport a x
S ={-3;2}

Exemple 2 : Résoudre 3x? = 10 — x

Pour utiliser la méthode de factorisation, il est essentiel que le nombre zéro apparaisse d'un coté de
I'équation.

Ainsi, nous procédons comme suit:

3x2 =10 —x Donné

©3x2+x-10=0 additionner x — 10
©Bx-5x+2)=0 Factoriser
©3x—-5=0etx+2=0 Théoreme du produit égal a zéro
S x = g et x =—2 Résoudre par rapporta x

=23

Exemple 3 : Résoudre I'équation x? + 16 = 8x

> Brochure du collége Voltaire, §8

10 voir Brochure du Collége Voltaire, §8 & §9
11 Appelé aussi Théoréme du produit nul
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Nous pouvons aussi résoudre des équations de la forme |42 — B% = 0|4 I'aide de la troisieme identité.
Développons cette partie avec trois exemples :

A I'aide des identités remarquables, nous savons résoudre certaines équations du second degré :
1) 2x+1)2-4=0

e[x+1)-2][2x+1)+2]=0
©2x+1-2)2x+1+2)=0
©2x-1)2x+3)=0

soit2x—1=0(:>x=% soit2x+3=0(:>x=—%

5= (-4

2) Bx—1)2-16=0

B)(x+1)2-5=0
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Souvent, I'équation ne se présentera pas sous cette forme A> — B2 = 0 mais il sera possible de la faire
apparaitre. La méthode a utiliser s’appelle « compléter le carré »

Exemple : Résoudre I'équation : x> —5x +3 =0

Y -gx +3=0 Faire apparaitre le début de (a — b)? = a? — 2ab + b?
) 5 5\2  (5)? . . L e
& xc =2 SX + (E) - (E) +3=0 Faire apparaitre entierement l'identité
5\%2 25 4
= (x — E) - +3- 1 =0 Faire apparaitre I'identité factoriser et simplifier la constante
5 2 13 . . e 2 2
=3 (x — E) -5 = 0 Appliquer l'identité (a — b)(a+b) = a* —b
5 2
(:)(x—E) —< E) =0 Comparaison:azx—Eetbz B
2 4 2 4
S [(x - g) - % [(x - g) + %] =0 Théoreme du produit nul

Résoudre par rapport a x

_ (5413 5-V13
S‘{ 2 2 }

Exemple : Résoudre I'équation 4x2 + x —3 =10

> Série 11 exercice 1 & Brochure du collége Voltaire, §9
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Avec cette méthode, on obtient une formule qui permet de résoudre des équations du 2° degré :

Soit I'équationax? + bx +c =0

Notons A= b? — 4ac, appelé le discriminant de |'équation.
Le discriminant peut étre utilisé pour déterminer la nature des racines (= solutions) de I’équation.

Sia # 0, les racines de I’'équation sont données par

—-b+VA -b—VA
x1 = x2 =
2a 2a
Remarque:
. b
e SiA=0,alorsx; =x, = ~0a

e SiA< 0, alors il n'existe pas pas de x; ni de x, car la racine carrée d'un nombre négatif n'existe pas
dans I'ensemble des nombres réels.

Exemple : Résoudre I'équation 4x2 + x —3 =10 Nousavons: a=4;b=1:c = -3

Calculons:A=b%? —4ac=12—-4-4-(-3)=1+48=49>0
Nous avons donc les solutions :

_-b+JA _-1+7 6 _3 t —b—\/Z_—1—7__§__1
=", T8 s 1 E© X2 =" T8 T 8-
s—{ 1 3}
= '
Preuve : ax’?+bx+c=0
b c
Sxi+-x+—=0
a a
P A Y A e
x Zax 2a 2a a
( N b)2 b? — 4ac
[—1 _— —_ =
x 2a 4q2
2
b \2 vb? — 4ac
@<x+—> _ (T Rae)
2a 2a
b Vb? —4ac b Vb?—4ac
slxt—+—)(x+—-——|=
2a 2a 2a 2a
soit x + 2 + Y2224 _ g o = TDVDEta (4 b VbPotac g o - ZhiVbiodac
2a 2a 2a 2a 2a 2a

5o —b +Vb?% — 4ac
N 2a
CQFD
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Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Polynoémes

Polynéme du deuxiéme degré a coefficients réels

P(z)=az’+bz+c (a#0)

Les zéros du polynéme P sont les solutions de 1'équation du deuzieme degré P(z) =0

Zéros et factorisation

L’expression est le discriminant de P.

Si A >0, lepolynéme P admet deux zéros réels

—b—V/b? — dac —b+ V/b? —dac
T = Ty =
2a 2a

et on a l'identité

az® +br +c = a(z — 1) (T — 22) |

Si A=0, lepolynéme P admet un seul zéro réel
—b
2a

Ty =Ty =

et on a l'identité

az? +br +c=a(z — z,)? |

Algébre

Si A <0, lepolynéme P n’admet pas de zéro réel et n’est pas décomposable en un produit de

polynémes du premier degré a coefficients réels.

P admet cependant deux zéros complexes conjugués ;o =

Relations de Viéte

T +2y=—— | 129 =
a

SN sy

Exemple : Résoudre I'équation x? + x = 2

NE PAS CONFONDRE
VRESOUDRE UNE EQUATION" ET
VFACTORISER UN POLYNOME" .

IL Y A STATISTIQUEMENT MOINS DE FAUTES
LORSQUE L'ON UTILISE LES IDENTITES
REMARQUABLES AU LIEU DES FORMULES DU

DISCRIMINANT -

» Retour aux exercices pour tester la formule : Algébre Série 11 & Brochure §9
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§12. Résumé des trois formes d'équations de degré 2
Pour illustrer ce résumé et ces méthodes, reprenons un exemple du chapitre des fonctions, p.23:

1 7 1 1
2 2

=x*=3x—=z=z(+Dx—-7)=-x—-3)*—8

- S =G+ DE= =56 3)

Comment passer d'une forme a I'autre ?

Nous avons complété ces égalités avec les propriétés des paraboles, ici, nous allons les retrouver avec l'aide

de la factorisation et de la complétion du carré ou du développement.

a) Premiére égalité : %xz —3x — % = %(x +1Dx—7)
12 3l 2 g — )= L(x —
SX 3x Z—Tz(x 6x 7)—2(x (x+1)
Mise en évidence de% 4e identité remarquable Méthode : factorisation
b) Deuxiéme égalité : %xz —3x —% = %(x - 3)?2-38
1 7 1 1 1
§x2—3x—§=§(x2—6x—7) =§(x2—2-3-x+32—32—7) =§[(x—3)2—16]

1 1 1
=—(x—-3)%2—-=-16==(x—3)>-8
> (=3 -3 ;=3
Mise en évidence de% 2e identité Méthode : compléter le carré

Quelle méthode utiliser pour résoudre des équations avec ces 3 formes ?

1, 7 1 _ 1 ) _
2x 3x 2—0 2(x+1)(x 7)=0 2(x 3)2-8=0
Multiplier par 2 pour Théoreme du produit nul Multiplication par 2 pour ne plus
ne plus avoir de (Algeébre p.25) avoir la fraction :
fraction : (x—=3)?2-16=0
x2—6x—7=0 Soitx +1 =0doncx = —1
Soitx —7=0doncx =7 Factorisation a I'aide de la 3e
Méthode du discriminant ou identité remarquable
identités remarquables pour Ensemble solution : (Algebre p.22)
factoriser :
A= (—6)>—4-1-(=7) = 64 S={-1,7} [(x—=3)—4][(x—=3)+4] =0
x,=—1letx, =7 x—7Nkx+1)=0

Théoréme du produit nul
Ensemble solution :
Soitx+ 1 =0doncx =—1
S={-1,7} Soitx —7 =0doncx =7

Ensemble solution :

S={-1,7}

> Algébre Série 11 & Brochure du collége Voltaire §9
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§13. Inéquations de degré deux!2

Algébre

Définition : On dit qu’une fonction est :

ler degré: f(x) = ax + b est une droite ou a est la pente et b est 'ordonnée a I'origine.

° Sia > 0:la droite est croissante
° Sia < 0:ladroite est décroissante
° Sia = 0: la droite est constante

Exemple 1 : Déterminer le signe de la fonction f(x) = 3x — 1

1) Chercher lorsque la fonction est nulle :

1
Ix—1=0e=3x=1x=—- 2]

3

2) Vu que la pente est de 3, elle est positive, la fonction sera une droite croissante. 1

3) Tracer grossieérement la fonction :

Une fonction est [\m(m'
e Positive si sa représentation graphique est lorsque sa rep “‘{ [:1y::)
’ . ;Ud;‘nlu‘tu‘:'-\! au daessus de
au-dessus de I’axe horizontal. b ihosioritdd B3m@m
A1
o Négative si sa représentation graphique Bim|
est en-dessous de I’axe horizontal. > — [] ‘L_
. || W
. , . . Une fonction est n:"g‘.z.‘x\ :\L
e Nulle si sa représentation graphique lorsque sa représentation 2
est sur de I’axe horizontal. graphique est au dessous | S
de I'axe horizontal =3 7

Onremarque que: -avant—, lafonction est en dessous de |’axe horizontal,

-ax = -, lafonction coupe I'axe horizontal et

P Wik Wik

- apres 3 la fonction est au-dessus de |’axe horizontal.

4) Tableau de signes :

1 1
— 00; 1/3 — =
] /3[ 3 ] 3 + o0
fx)=3x—-1 | - | 0 | +
5) Sional'inéquation f(x) < 0, on peut alors répondre : S =] — o0; 1/3]
Sion al'inéquation f(x) = 0, on peut alors répondre : S = [%; +oo[
Exercice : Construire le tableau de signes de la fonction g(x) = —4x + 8 et résoudre g(x) <0

12 yoir Brochure du Collége Voltaire, §9
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Second degré :

Avec la factorisation d’une équation du second degré et la regle des signes, nous pouvons résoudre
des inéquations du second degré.

fx) =ax?+bx+c=alx —x)(x —x3)

Méthode 1:

A I'aide de la factorisation, nous pouvons utiliser une ligne de plus dans le tableau de signes et faire
ensuite appel a la regle des signes.

Régles des signes :
DD == (DA =T =1 FDED = 2= (DD = 7= +1

Exemple: f(x) =(1-x)(x—2)=—-(—-1(x—2)

On a le tableau de signes suivant :

1—x
x—2
(x—Dx-2)

On peut ainsi résoudre les inéquations suivantes :

e f(x) =0 enlisantle tableau de signes : S =
e f(x)<Oona:S=
e Ouencore: f(x)>0:S=

Remarques :

o Avec cette méthode, nous pouvons résoudre des inéquations dés que nous connaissons
une factorisation de la fonction.
o Sil’énoncé n’est pas sous forme factorisée, il faudra commencer par factoriser I’expression
puis ensuite on pourra appliquer la méthode

Résumé Méthode 1:

Factoriser

Etudier les droites (croissante, décroissance, résoudre a zéro)
Tableau de signe

Donner la solution 7

N
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Exercice : Résoudre (2x — 1)(3 — x) > 0 et donner I'ensemble solution.

Exercice : Résoudre 4x% — 1 > 0 et donner I'ensemble solution.

» Algebre Série 12 exercice 1 &Brochure du Collége Voltaire §9ex 7 & 8
> Voir Livre Notions élémentaires pour plus d’exercices : p.80 ex 6 b) et e)
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Méthode 2 :

Cette méthode permet d’économiser une ligne dans le tableau de signes.

Algébre

La fonction f(x) = ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x;) représente une parabole

e Sia > 0:laparabole est convexe (en forme de U)

e Sia < 0:laparabole est concave (en forme de N)

En fonction du discriminant, il y a trois situations possibles, illustrées dans le tableau suivant :

A> 0: la parabole coupe

deux fois I’axe horizontal.

A= 0: la parabole coupe une
fois I’axe horizontal

A< 0 : la parabole ne coupe
jamais I’axe horizontal

a>0
1 |
Parabole o/ 0
convexe \/ — T
Situation 1 Situation 2 Situation 3
a<0 : — Y :
Parabole
concave
Situation 4 Situation 5 -
Situation 6
Exercice : Résoudre (2x — 1)(3 — x) > 0 et donner I'ensemble solution.
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Tableaux des situations :

Situation 1:
] — 905 xq[ X1 1215 %5[ X2 ]x2; +0o[
f(x) + 0 - 0 +
Situation 4 :
] — 05 xq[ X1 1215 %5[ X2 ]x; +oo[
f(x) - 0 + 0 -
Situation 2 :
] — o0 x[ x 1x; 4]
f(x) + 0 +
Situation 5:
] — o0 x[ x 1x; 4]
f(x) - 0 -
Situation 3 :
| =05+
f(x) +
Situation 6 :
| =05+
f(x) -

» Algébre Série 12 exercice 2

Exemple : Résoudre x2 —9 < 0
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Remarque : La méthode 1 de résolution permet de résoudre aussi des inéquations sous forme de
fractions. Puisque la régle des signes s’applique pour des multiplications ou des divisions.

Résoudre :

xX—2
x2+2x

1)

>0

Est-ce que certaines valeurs de x posent probléme ?

AAAAAAAAAHHHHHHHH |
UNE FRACTION NON SIMPLIFIEE!

» Algébre Série 12 exercice 4

> Notions élémentaires p.92 &p.98 ex 5
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Méthode 2 pour résolution d'inéquations de degré supérieura 1 :

Exemples :

1) x2—-3x—-40<0
2) x3(1—-x%)<0
3) x3(x?—-3x—-10)<0

Elles se résolvent par un tableau de signes, pour cela il faut rapidement représenter les fonctions
présentes :

Développons I'exemple 3 :

x3(x*-3x—-10) <0

On peut factoriser I'expression du second degré : x2 —3x — 10 = (x — 5)(x + 2)

Etudions les deux fonctions principales :

e x3 est une fonction qui a son zéro en 0, qui est négative avant et positive aprés
e x? — 3x — 10 est une parabole convexe, de zéros: 5 et —2

On peut alors écrire le tableau de signe suivant :

2 0 5
x3 - - - 0 + + +
x> —3x—-10 + 0 - - - 0 +
x3(x? —3x—10) | - 0 + 0 - 0 +

Il suffit alors de lire la solution dans la derniére ligne: S =] — c0; —2[U]0; 5]
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Résumé de la méthode :
1) Factoriser I'expression.
2) Etudier les différents facteurs (droites ou paraboles).

3) Etablir un tableau des signes des différents facteurs.

4) Bilan des signes.

5) Donner la réponse. 7

Appliquons cette méthode a un exemple :

Résoudre : x> — 16 < 0

» Algébre Série 12 exercice 3
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§14. Inéquations fractionnaires
Exemples :
x+1 1 x 1
V== >0 2 AT e T

Méthode : 1) Etudier le domaine de I'inéquation.
2) Faire apparaitre zéro d'un c6té de l'inégalité.
3) Simplifier les fractions pour en avoir une seule.
4) Etudier les facteurs dans un tableau de signes et en faire le bilan

5) Donner la solution.

Développons I'exemple 2): — — >

1
x—1 1-x2 — x+1

(1) Déterminer le domaine de I'inéquation : Dy =

(2) Faire apparaitre zéro d’un coté :

(3) Simplifier les factions (dénominateur commun) :

Algébre

(4) On peut donc étudier les fonctions qui composent le numérateur et le dénominateur :

Représentons rapidement les deux fonctions :

e x + 2:estune droite croissante, zéro en —2
e x? — 1:parabole convexe, zéros en —1 et 1

X -2 -1 1
x+2 - 0 + + +
x2—1 | + | + + 0 - 0 +
x+2 - 0 / - /

x? -1

(5) Lasolutionestdonc:S =

» Algébre Série 12 exercice 4
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§15. Equations irrationnelles

Méthode :
(1) Isolerlaracine
(2) Passer I'équation au carré
(3) Développer
(4) Faire apparaitre zéro
(5) Résoudre
(6) Vérifier la (les) solution(s)

Exemple : Résoudre Vx + 5+ x = +1

JDM- CoHégc Voltaire
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> Notions élémentaires p. 62 ex 39
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