3MA1

Analyse

C'EST QUOI L'ANALYSE?
L/ETUDE DES FORMULES
MAGIQUES?

AU DEBUT, C'EST COMME
L/APPRENTISSAGE DES SKILLS AU BASKET :
IL FAUT APPRENDRE A DRIBBLER,
FAIRE DES PASSES, ETC.
AVANT DE POUVOIR FAIRE UN MATCH.

4PINKMATHS

LIENS ENTRE ELLES... LE JEU POURRA
ALORS COMMENCER !

ON VA DEVOIR MAITRISER PLUSIEURS ;

Cours

- Méthode
._de travail

Pour réviser, il ne faut pas négliger la
théorie !

Elle est remplie d’exemples pour
comprendre les définitions!
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3MA1 Analyse

Matériel :
e Monographique CRM n°25 : FUNDAMENTUM de mathématique ANALYSE pour la théorie et
les exercices (Utile en 3¢ et 4°)
e Formulaires et tables CRM, pour les épreuves (et cours)
e Ce polycopié d'analyse
e Des séries d'analyse distribuées en cours (AS1, AS2, etc.)
e Une calculatrice personnelle non programmable

e Monographie CRM n°27: Notions élémentaires
(pour les notions acquises en lere et 2eme)

0. Introduction

Ce chapitre a plusieurs objectifs. Depuis le début du collége, nous étudions différentes fonctions de
bases : les droites, les paraboles, les sinus et cosinus, les logarithme et exponentielle, etc.

Un premier but serait de pouvoir étudier de nouvelles fonctions composées !

a partir de fonctions de bases connues et de pouvoir les représenter
graphiqguement de maniére la plus précise possible. N A

x3
x2—4

Exemple : Etudier la fonction f(x) =

@) Un deuxieéme objectif lié aux exercices sera de répondre a des problemes d'optimalisation,

par exemple : Etant données des dimensions d'un matériau, comment déterminer la forme
permettant d'obtenir le plus grand volume ou la plus grande surface (barrieres pour un
enclos, feuille d'alu pour une canette, etc.) ?

L'objectif de la théorie est de justifier les résultats utilisés dans des exercices. Pour cette justification,

vous devrez comprendre dans quel ordre se justifient les résultats. Certains théorémes ne seront que
des étapes dans le but d'en prouver un autre, qui permettra d'en prouver encore un autre encore, qui
arrivera finalement a un résultat qui peut s'utiliser directement dans des exercices. Il vous faudra donc
comprendre ce type d' "architecture logique".

Pour comprendre comment jouer a un nouveau jeu, il faut commencer par lire les regles. En
commengant a jouer, les régles deviennent plus claires ; on commence a chercher les limites et a faire
des liens. Nous poserons donc des définitions comme on pose une régle de jeu et puis nous pourrons
ainsi jouer pour aller plus loin ! Votre but sera donc de chercher les limites, les failles ; ce qui permet
d'établir si la définition ou I'architecture est solide.
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3MA1 Analyse

1. Rappels sur les fonctions

1.1 Fonctions réelles, propriétés?

Définition : Une fonction est définie par :
1) Un ensemble A appelé ensemble de départ, ou source.
2) Un ensemble B appelé ensemble d'arrivée, ou but.

3) Une regle de correspondance, qui a chaque élément de I'ensemble de départ x € A fait

correspondre zéro (aucun) ou un élément de I'ensemble d'arrivée y € B.

-
A
o
g <
O
g
) .

A=R,B =R, f(x) =e*+sin(x)

Remarque : Si a chaque élément de I'ensemble de départ la régle de correspondance associe
exactement un élément de I'ensemble d'arrivée, il s'agit d'une application.

Lorsque cela n'est pas précisé, nous prendrons comme ensemble de départ et d'arrivée I'ensemble
des nombres réels.

Définitions :
e On désigne souvent une fonction par les lettres f,g ou h

e Six appartient a I'ensemble de départ A et y est un élément de I'ensemble d'arrivée B qui
correspond a x,
alors y est appelé l'image de x (x possede au plus une image)
x est appelé une préimage de y (y peut posséder zéro, une ou plusieurs préimages)

e Sion désigne la fonction par f alors on note : f(x) I'image de x

A— B

e Onnote: fix+— f(x) =y deAversB m f:{x'—>f(x)=y

Remarque :

Parfois, on note " f(y) 'ensemble des préimages de y.

X VIENT EN PREMIER
(DANS L'ALPHABET ET
C'EST LA PREIMAGE)

1 o ) _ /

CRM n°25,p.1a5 & p.12-15 ot b n g
COULEUR AVEC UN 4
STAé%Lg POUR NE
PAS L'OUBLTER !
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3MA1 Analyse

Exercice :

f:{R—HR

X x2 +5x+6 = f(x) f est une fonction de R dans R. C'est une fonction réelle.

L'YNMage de —4 €St .. e e

L'ensemble des préimages de 2 est f71(2) = {

Définition :

e Le domaine de définition (ou ensemble de définition) d'une fonction f est I'ensemble des
nombres appartenant a R qui ont une image par f. Cet ensemble est noté Dr.

e Le graphique de f est la représentation géométrique des couples de coordonnées
(x;f(x)) ol x € Dy.

“pinkmaths.ch

Rappels concernant des domaines particuliers : Trois cas particuliers

Exemple : f(x) = xxTz
1) Le dénominateur d'une fraction Dy =

Exemple: f(x) = Vx —3
2) Les racines paires (oug(x) = Yx—3)

Df=

Exemple : f(x) = log(x)
3) Le logarithme ......ccccveeeieciiieeeeceee e, Dy =
(fonction trés importante en 4éme)

Exercice : Pouvez-vous imaginer une fonction f dont le domaine est Dy = R\ {—1;1} ?

JDM- Collége Voltaire 4



Analyse

BIEN SUR QUE POUR
LES CURIEUX, ON POURRAIT

IMAGINER D’AUTRES
FONCTIONS AVEC DES
"PROBLEMES" :
ARCSIN(X) ou x*

3MA1

ELLE
N’A PAS DE
PROBLEMES”
(valeurs interdites)
DONC SON DOMAINE EST
L'ENSEMBL? DES
NOMBRES REELS :
Df = IR

S| UNE
FONCTION N'A
NI FRACTION, NI
RACINE, NI
LOGARITHME,
QUEL SERA SON
DOMAINE 7

Pinkmaths
MAIS CE N’EST PAS
Exercice : AU PROGRAMME
(R—->R
J: x—x2+5x+6=f(x)

Le domaine de définitionde fest.......................

Le graphique de f sur l'intervalle [-7; 5] est :

Tableau de valeurs :

=5 —4 -3 =2 -1 0 1

x
f()

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Fonction réelle d’une variable réelle

On note f et g deux fonctions réelles d'une variable réelle z.

L’image de z par la fonction f est notée f(z).

L’ensemble de définition de la fonction f, noté Dy, est I'ensemble des nombres réels qui ont une
image par f.

L’ensemble image de la fonction f, noté Im(f), est 'ensemble de toutes les images par f des
éléments de Dy.

Le graphe de la fonction f est I’ensemble des couples (I; f (x)), ou z € Dy. La représentation
graphique de la fonction f est la courbe d’équation cartésienne y = f(z) dans un plan muni d’un
systéme d’axes perpendiculaires.

UN BON COUP DE
BALAIS POUR
ENLEVER CE QU'ON
NE VEUT PAS !

=W\ (1]
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3MA1 Analyse

1.2 Caractéristiques?

Définitions :
¢ L'ordonnée a l'origine d'une fonction réelle f est I'image de 0. Elle se note f(0).

e Les zéros d'une fonction réelle fest I'ensemble des préimages de 0. Elle se note f~1(0)
Autrement dit, c'est I'ensemble des nombres x ayant 0 (= y) comme image.

B

-0

'%

c e . .]R—>]R
xemple: fil " Lo 62 F00)

L'ordonnée al'origine de [ est . .. ..ot e
Leszérosde festl'ensemble Zy =..... ... ...
Exemple: f(x) = 22 D

xemple : =2 P =
L'ordonnée @ I'origiNe e [ @ST ...ttt st sttt st et saeeeeeas
Les z8ros de f st I'e@NSEMDIE ....co..iiiiiie et ettt et

2 CRM n°25, p.5-6 & p.15
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3MA1 Analyse

Définitions :

Si f(—x) = f(x) pour tout x de I'ensemble de définition de f, on dit que fest

une fonction paire.
Si f(—x) = —f(x) pour tout x de I'ensemble de définition de f, on dit que f est

une fonction impaire.

Remarque : cette définition sera utile dans la démonstration d'un théoréme important.

Les représentations graphiques des fonctions
impaires sont symétriques par rapport a
I’origine. (Symétrie centrale)

Les représentations graphiques des fonctions
paires sont symétriques par rapport a I'axe
des ordonnées (axe Oy). (Symétrie axiale)

)

Remarques :

L'ensemble de définitions d'une fonction paire ou impaire est symétrique par rapport a
I'origine. Une fonction dont I'ensemble de définition n'est pas symétrique par rapport a

I'origine n'est donc ni paire, ni impaire

LES FONCTIONS
SONT RAREMENT
SYMETRIQUES- MAIS
QUAND ELLES LE
SONT, ON GAGNE DU
TEMPS POUR LES
REPRESENTER
GRAPHIQUEMENT -

e Le plus souvent, une fonction n'est ni paire ni impaire

Exemples : Déterminer si les fonctions suivantes sont paires, impaires ou ni l'un ni I'autre

a) f(x) = x*

b) g() =
ch(x)=x+1
d)ix) =V

JDM- College Voltaire



3MA1

Analyse

Définition :

tout x de I'ensemble de définition de f, on ait f(x + kp) = f(x).

strictement positif p tel que f(x + p) = f(x).

Une fonction f est périodique s'il existe un nombre p > 0 tel que pour tout k € Z, et pour

Lorsque f n'est pas constante, on définit la période p comme le plus petit nombre réel

Exemple : f(x) = cos(x) est périodique de période 27

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Caractéristiques d’une fonction

Zéro

Le nombre a est un zéro de la fonction f si| f(a) =0

Parité

La fonction f est paire si | f(=z) = f(z) | pour tout z € Dy.

La représentation graphique de f est alors symétrique par rapport a 'axe des y.

La fonction f est impaire si | f(—z) =—f(x) |pour tout x € Dy.

La représentation graphique de f est alors symétrique par rapport a l'origine.

Périodicité

La fonction f est périodique s’il existe un nombre p > 0 tel que | flz+p) = f(z) | pour tout

x € Dy. La période de f est le plus petit p > 0 vérifiant cette propriété.

La représentation graphique de f est alors invariante par translation de vecteur (8 )

/)

Ce coure peut
étre revu en

JDM- College Voltaire



3MA1 Analyse

1.3 Opérations3

Définition : On considére un nombre réel A et une fonction f de A vers R. On note Af la fonction
Af:tA-R

x> A f(x) Notation: (Af)(x) = A- f(x)

définie par{

Remarque : (—1)f est noté —f
Exemple: f(x) =x>+3 et A =5

ona:(Af)(x) =1-f(x) =

Définition : On considére deux fonctions f et g de méme source A. On appelle somme de f et g la

ftg:A-R Notation : (f + g)(x) = f(x) + g(x)

fonction définie par {
P b () + g(x)

Pour définir la soustraction de deux fonctions: f — g = f + (—g)

Exemple: f(x) =x2+3 etg(x) =2x—4
Ona:(f+g)(x) = f(x) +gx) =
et(f—g)x) =f(x) —gx) =

Définition : On considére deux fonctions f et g de méme source A.

f-g:A-R

On appelle produit de f et g la fonction définie ar{
ppelle produltde f et g P2l £ g0

Notation : (f - g)(x) = fg(x) = f(x) - g(x)

Exemple: f(x) =x2+3 etg(x) =2x—4

Ona:(f-g)(x) =fglx) = fx)-gx) =

Définition :
On considere deux fonctions f et g de méme source A. La fonction g n’admet pas de zéro dans A. On
L.a-R
appelle quotient de f par g la fonction définie par gx L@ Notation : (i) (x) = %
g(x)

Exemple: f(x) =x2+3 etg(x) =2x—4

On a:(g) (x) =%=

3 CRM n°25, p. 9 & p.17-19
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3MA1

Analyse

Définition : On considére une fonction f de A vers B et une fonction g de B vers C.

gef:A->C
On appelle composée de f etde g notée g o f, lu « g rond f » définie par
PP P fetdeg gef lu«grondf P {x - 9(f ()

Notation: (g o f)(x) = g(f(x))

Exemple: f(x) =x2+3 etg(x) =2x—4
Ona:

(ge ) =g(ft) =

et (fog)(0) = f(g) =

On remarque donc que :

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Opérations sur les fonctions

Addition f+g9|(F+9)(2) = [f(z)+g(x)
Soustraction f=g|(f-9)(z) = [f(z)—g(z)
Multiplication f-g (f-9)(x) = fl(z)g(x)
Multiplication par unréel A | A-f | (A- f)(z) = Af(z)
Division % (% (z) = i]c((li
Composition gof | (gof)(z) = g(f(z))

Ce coure peut
étre revu en

JDM- College Voltaire
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3MA1 Analyse

1.4 Réciproque*

Définition : Soit f : A — B une fonction bijective. On appelle réciproque de f (noté "f ou f 1) Ia
fonction bijective allant de B vers A qui vérifie la condition suivante :

Vx EAetVyeEB:y=f(x) ©x="f(y)

Les graphiques de f et de " f présentent une symétrie par rapport a la fonction identité.

Exemple: f(x) =e*,"f(x) =In(x),g(x) =x

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Fonction réciproque

Si f: A — B est une fonction bijective, alors la fonction réciproque de f est la fonction "f: B — A
fly) =z & y=f(2) |

Lorsque le repére est orthonormé, les représentations graphiques des fonctions f et "f sont symé-
triques par rapport a la droite d’équation y = =

définie par

("fo f)(xz) =z pour tout z € A (fo"f)(y) =y pour tout y € B

» Analyse série 1
» CRMn°25exp.12a20

CONFONDRE LA
RECIPROQUE D'UNE
FONCTION BIJECTIVE

AVEC LA

RECIPROGUE D'UN
THEOREME!

* CRM n°25, p 10-11 & p.19-20
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3MA1 Analyse

2. Limites

2.1 Définition>

La notion de limite est la notion fondamentale de I'analyse, car tous les concepts de base de
I'analyse (dérivées, intégrales, suites et séries) sont définis a I'aide des limites.

La notion de limite est liée aux valeurs que peuvent prendre les images de nombres trés proches d'un
nombre fixé (plus petits et plus grands que celui-ci).

Regardons comment se traduit cette notion sur un exemple numérique.

x%-1
x-1

2.1.1 Exemple numérique : f(x) =

Déterminer son domaine de définition : Df =

Comme f n'est pas définie en 1 (i.e. : f(1) n'existe pas), nous désirons connaitre les valeurs de f(x)
lorsque x s'approche du nombre 1. Nous allons calculer I'image, par f, de nombres de plus en plus
proches de 1.

f(0,5) = f@5) =

f(0,9) = f@1) =

£(0,99) = £(1,01) =
£(0,999) = £(1,001) =

Nous remarquons que lorsque x s'approche de plus en plus de 1, I'image de f(x) s'approche de plus
en plus pres de

Nous dirons que le nombre est la limite de la fonction f lorsque x tend vers 1.

Nous noterons :

lim f (x ) = On ne parle pas de Limage
x-1 au point a mais des images de
points trés proches de a ( ¢

Finalement, I'idée essentielle de la notion de limite peut s'exprimer ainsi : gauche et ¢ droite).

La limite d'une fonction en un point donné est le nombre duquel
s'approchent les images f(x) lorsque x s'approche de plus en plus
prés du point donné.

> CRM n°25, p. 29-30

JDM- Collége Voltaire 12



3MA1

2.1.2 Exemples de détermination a l'aide d'un graphique

But : Visualiser la limite d'une fonction en un point, a I'aide du graphique de la fonction.

Analyse

Exercice : Pour chaque fonction, numérotée de 1) a 6), traitez les points suivants_sur des feuilles

quadrillées (une page par fonction) :

b) Quevautl'imagede3?

x—3

Si oui, que vaut-elle ?

a) Quel est le domaine de définition de cette fonction ?

c) Représentez graphiquement cette fonction (un graphique différent par fonction)

Si non, comment évoluent les valeurs de f(x) ?

d'un nombre précis ? (Prendre : x=3,1,x = 3,01, x = 3,001)
Si non, comment évoluent les valeurs de f(x) ?

f) tim f(x) Existe-t-elle ? (Ouisi d) =e), non si d)+e) )

interrompue, il n’y a a pas besoin de lever le crayon pour dessiner) ?

d) Lorsque x s'approche de 3 en prenant des valeurs inférieures a 3, f (x) s'approche-t-elle
d'un nombre précis ? (Prendre : x = 2,9,x = 2,99 et 2,999)

e) Lorsque x s'approche de 3 en prenant des valeurs supérieures a 3, f (x) s'approche-t-elle

g) D'apres la représentation graphique, cette fonction vous semble-elle "continue en 3" (pas

1) fl) =222
2) f(x)=x+3

2

x“=9 . ¢3
3) f(x)z{_x—3’Slx
4 six=3

JDM- College Voltaire

4) f@) ={

5) f(x) =—=

EST-CE QUE LE
RESULTAT TROUVE PAR
CALCULS EST COHERENT
AVEC LA REPRESENTATION
GRAPHIQUE?

x+3,six=3
x+2,5ix<3

6) () =55

13




3MA1

Solutions de I’exercice :

Analyse

L f) =222
a) Dr = R\{3}

b) f(3) N’existe pas
c)

d) Lorsque x s'approche de 3 en prenant des
valeurs inférieures a 3, f(x) s'approche de
plus en plus pres de 6

e) Lorsque x s'approche de plus en plus pres de /-3
3 en prenant des valeurs supérieures a 3,
f(x) s'approche de plus en plus prés de 6.

f) La limite existe puisqu'a gauche et a droite, la fonction s'approche

] . lim _
valeur. On peut donc écrire: " f(x) = 6

g) Cette fonction n'est pas continue en 3 (il y a un "trou")

de la méme

2. fx)=x+3

a)Df=R b)f(3)=3+3=6

d) lorsque x s'approche de 3 en prenant des valeurs inférieures a 3,
f(x) s'approche de plus en plus prés de 6

e) lorsque x s'approche de 3 en prenant des valeurs supérieures a 3,
f(x) s'approche de plus en plus prés de 6

f) tm f(x) existe et lim f(x)=6

x—3 x—3
g) cette fonction est continue en 3

/] i

29 six#3
3. f(x)={x—3'Slx
4,six=3

a)D=R b)f(3) =4

d) lorsque x s'approche de 3 en prenant des valeurs inférieures a 3,
f(x)s'approche de plus en plus prés de 6

e) lorsque x s'approche de 3 en prenant des valeurs supérieures a 3,
f(x) s'approche de plus en plus prés de 6

f) tm f(x) existe et lim f(x)=6

x—3 x—3
g) cette fonction n'est pas continue en 3

(ily a un "trou", méme si f(3) existe)

JDM- College Voltaire
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3MA1

x+3,six=>3
4. f(x)_{x+2,six<3

a)D =R
b)f(3)=3+3=6
d) lorsque x s'approche de 3 en prenant des valeurs inférieuresa 3,
f(x) s'approche de plus en plus prés de 5

e) lorsque x s'approche de 3 en prenant des valeurs supérieures a 3,

f (x) s'approche de plus en plus prés de 6. /

Analyse

f) 5™ £ (x) n'existe pas

x—3 7 1
g) cette fonction n'est pas continue en 3. (il y a un "saut") :

5. f(0) =—

a) D = R\{3}

b) £ (3) n'existe pas

d) lorsque x s'approche de 3 en prenant des valeurs inférieures a 3,

f(x) prend des valeurs négatives de plus en plus "grandes"

N
S

e) lorsque x s'approche de 3 en prenant des valeurs supérieure

-
&

f(x) prend des valeurs positives de plus en plus "grandes".

lim

) o3 [ (x) n'existe pas

g) cette fonction n'est pas continue en 3.

6. (0 =53

a) D = R\{3}
b) f(3) n'existe pas
d) lorsque x s'approche de 3 en prenant des va eurs-

f(x) prend des valeurs positives de plus en plus gra'ndes

lim
x—>3

On notera: _ tim T f(x) =00

f (x) existe, mais n'est pas un nombre rée

h) Cette fonctlon n'est pas continue en 3

» Analyse Série 2 & CRM n°25 p.46 ex 2.1

JDM- College Voltaire
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3MA1 Analyse

2.2 Limites latérales®
x+3,six=>3

Considérons a nouveau la fonction f(x) = {x +2.six<3

lim

vz f (x) n'existe pas.

Nous avons constaté que

Par contre :

a) Si on restreint le domaine de f aux nombres inférieurs a 3 (i.e. : | — oo; 3]),
alors f(x) s'approche de plus en plus prés de 5.

On dit que 5 est la limite a gauche de f en 3 et on note :

chi—>n}?>f(x)=5 lim (X) -5

Ou encore —

b) Si on restreint le domaine de f aux nombre supérieurs a 3 (i.e.:]3; [ ),
alors f(x) s'approche de plus en plus prés de 6.

On dit que 6 est la limite a droite de f en 3 et on note :

lim f(x)=6 .
x—3 ou encore xl_l:;,f(x) =6
x>3

Autre exemple: f(x) = ﬁ

Au sens strict de la définition donnée au bas de la page ..., f n'a pas de limite a gauche ou a droite en
3, car oo n'est pas un nombre réel. :

Par extension de la notion de limite a ce type de situation, on écrira tout de méme :

lim lim
x—-3 f(X)=—OO X3 f(.X')=OO
x<3 et >3

Remarques fondamentales : Nous avons pu maintenant constater les 4 faits essentiels suivants :

1. Lanotion de limite est une notion locale.

2. Pour décider si une fonction admet une limite en un point a, on considere des nombres tres
proches de a, mais différents de a.

3. Il est possible que la limite d'une fonction en un point n'existe pas. Mais si cette limite
existe, alors elle est unique.

4. Pour que la limite d'une fonction en un point existe, il faut que les limites a gauche et a
droite existent et soient égales.

5. Les notions de limite en un point a et d'image de a sont indépendantes.

LA
LIMITE PEUT

EXISTER EN UN
POINT OU LA
LIMITE

N’EXISTE
PAS.

6 CRM n° 25, p. 31

JDM- Collége Voltaire 16




3MA1 Analyse

Définition de la limite :

Soit une fonction f définie au voisinage de a (autour de a, mais pas forcément en a).
Nous écrivons
limf(x) =L

x—-a
Et nous énongons "la limite de f(x), quand x tend vers a, est égale a L"

Si pour des valeurs de x suffisamment proches de a (a gauche et a droite), mais différentes de a,
f (x) se rapproche aussi prés que |I'on veut de L.

Remarques :

a) Lafonction f n'est pas forcément définie pour x = a.
La seule chose qui est importante est que f soit définie "tout a c6té" de a, c'est-a-dire sur un
intervalle ouvert contenant a, sauf éventuellement en a.
La valeur de a ne doit pas nécessairement appartenir au domaine de définition de f.
Dans la majorité des cas, a & Dy.

b) ;i_’)’;f(x) = L ne veut pas dire que f(a) = L.
c) Lanotion de limite nous permet, entre autres, d'étudier comment se comporte une fonction
pour des valeurs de x qui sont proches d'une valeur problématique.

d) La définition rigoureuse de la limite est la suivante’:
Lim f(x) = L signifie: Ve > 0,36 > 0 tel que,Vx,0 < |x —a| < §,alors |f(x) —L| <€

xX—-a

Que peut-on trouver dans la table CRM ?
Limite

On note f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a, sauf éventuellement en a.

Le nombre L est la limite de f en a si f(x) est arbitrairement proche de L dés que z est suffisam-
ment proche de a (z # a).

On dit aussi que f(z) tend vers L lorsque z tend vers a. On note lim f(z) = L
r—a

Formellement, le nombre L est la limite de f en a si, pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que
O<|z—a|<d=|f(z)—L|<e

’/6 courgnF;uN _ ]

| etrerevuen

n .
L s » Analyse Série 2

7 Cette définition ne sera pas demandée dans les travaux

JDM:- Collége Voltaire 17
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2.3 Propriétéss

Nous allons maintenant calculer des limites en appliquant des propriétés des limites

Propriétés des limites :

Soient f et g deux fonctions et A une constante.

lim
x-a

Supposons que les limites ;‘_ﬁ f(x) et g(x) existent.
Alors :

1. ;’_’:l/l =1 La limite d'une constante est la constante elle-méme.

2. ;Z’c’l (f (x) + g(x)) = ;Z':l f(x) + ;’_’)’; g(x) Lalimite d'une somme est égale a la somme des limites.

3. M (A f(0)) =2 f(x)

g4, lim (f (x)- g(x)) = i’_’)’; f(x)- ;’_’)’; g(x) Lalimite d'un produit est égale au produit des limites.

x—-a

lim
i x - i . . 1 . s . . .
5. lim UG ’,‘,‘,’:L si lim gx)#0 La limite d'un quotient est égale au quotient des limites.
agx) D9 rma
6. ;Z’c’l Vflx) = " i’_’)’; f(x) La limite d'une racine nieme est la racine nieme de la limite.

Remarque :

Pour une fonction polynémiale ou rationnelle f, calculer une limite au point d'abscisse x = a, lorsque
X = a n'est pas une valeur particuliere de cette fonction (a € Dy), revient simplement a évaluer f en
x = a (cad: calculer son image en a). On peut donc rajouter une propriété :

7.Si f est une fonction polynémiale ou rationnelle et a un point de son domaine de définition, alors

lim f(x) = f(@)

Les fonctions qui jouissent de cette propriété sont dites continues en a et seront étudiées au paragraphe 2.4.

8 CRM n°25, p. 32

JDM- Collége Voltaire 18
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Exercice : Calculons les limites suivantes :

a) ™10 =

x—4

b) "M (2x%2 —3x+4) =

x--1

Attention aux parentheéses :

lim 2 lim 2
vorg @x*=3x+4)# "7 2x°—3x+ 47

) UM (2x% —3x 4+ 4) =

L

EDUCATIONAL DECREE
d) 1 (- D(x+2) = = No 8

x--1

Une limite a une portée
limitée.
En cas de somme (ou
différence,
il faut ajouter des
parenthéses.

As Reforred to

1s Docree No. 167 ot 1024,
tormerty kaowa 1o be the Mialsterial

Management of Magieal Mayhem Act No 700/8
Que peut-on trouver dans la table CRM ? NS R A S

lim x3+2x%-1 _

e) xX-=2 5-3x

Propriétés

On note f et g des fonctions dont la limite en a existe et A un nombre réel.

lim (f(2) +g(2)) = lim f(z) +lim g(2) | lim (f(z)- g(z)) = lim f(z) - lim g(<)

lim f(x)
lim, ((2) = A i, (=) i 0 = gy o) %0

6 aojs peut \ N\
( etre rev =
\f}idéo » /

» Analyse Série3ex1a3
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Méthodes de calcul permettant de déterminer une limite

Constat : Il n'est pas toujours facile de représenter une fonction ou de tirer des enseignements précis d'une
représentation effectuée.

But : Trouver des méthodes algébriques permettant de déterminer la valeur d'une limite, lorsqu'elle existe.

Lorsque la fonction considérée est continue au point considéré, calculer la limite en ce point est trés facile,
car cela revient a calculer I'image de ce point (cf. propriété 7, p. 16).

Lorsque la fonction n'est pas continue au point considéré, la difficulté réside dans le fait que nous
aboutissons a une forme indéfinie ou indéterminée , c'est-a-dire une expression qui n'est pas un nombre
réel.

Exemples :

[=]
[=]

2

] _ 0
A) ;‘_)"13 —xe—:x pour x = 3, on obtient une forme du type o (page suivante)

) A
B) Lm x+e pour x = 2, on obtient une forme du type ° (i 0) (Voir §2.5)

xX=2 x-2

[=]2¢[=] [s];
[=]

(0.0)

. 2x3+3 X .
lim  2X7¥3 pour x "=" o0, on obtient une forme du type — (voir §2.6)
(0]

X0 xZix

)

D) Y™ (x2 —x) pour x "="co, on obtient une forme du type 00 — 00

X—00

Calculer une limite reviendra en général a lever I'indétermination, a savoir transformer la forme
indéterminée en une expression calculable.

Pour y parvenir, nous utiliserons deux moyens : le calcul algébrique ainsi que des théorémes (que nous ne
démontrerons pas) relatifs a la limite d'une somme, d'un produit ou d'un quotient de fonctions.

Pour introduire ces calculs, nous partirons des diverses formes indéterminées vues ci-dessus, que nous
traiterons chaque fois a l'aide d'un ou plusieurs exemples-types.

Pour chaque exemple-type, nous indiquerons I'idée de départ, puis nous effectuerons le calcul ; ensuite
nous énoncerons les théoréemes utilisés et enfin nous traiterons deux exercices relatifs a I'exemple-type
traité.

EN AVANT POUR

EXPRESSIONS
INDEFINIES EN
EXPRESSIONS

MAGIQUEMENT
CALCULABLES !

JDM- Collége Voltaire 20
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3MA1

=)

“Imaginez que
vus avez zéro cookie et que
vous les partagez équitablement entre
zéro ami. Combien de cookies chaque
personne obtient-elle ? Vous voyez, ¢a n‘a
aucun sens. Et Cookie Monster est triste de
n‘avoir aucun cookie et vous étes triste
de n‘avoir aucun ami.”

A) Forme indéterminée o x

ler cas : la fonction dont on cherche a calculer la limite est une

fraction rationnelle

lim x%-9 —_n 32-9 no__ ugn

X-3 x2-3x  32-3:3 0

Exemple :

Idée : comme x? — 9 et x2 — 3x s'annulent pour x = 3, ces deux
polyndmes sont divisibles par (x — 3) et donc factorisables par
(x —3).

Calcul :

lim x*-9 lim (x-3)(x+3) lim x+3_;i_>mg(x+3)_6

x—>3x2—3x x-3 (x—3)x  x-3 x ;l_)";x 3

Théorémes utilisés :

1. La limite d'un quotient de deux fonctions vaut le quotient des limites, pour autant que
ces limites existent.

Lo lm fO) e SO0
"Tx-a g(x) ;l_tfcllg(x)

2. La limite d'une somme de deux fonctions vaut la somme des limites, pour autant que
ces limites existent.

cad M [f)+g@]= " fo)+ M gx)
Exercices :
lim x%-x _
a) x‘i’g x2+2x
p) lm x24x-12 _ EDUCATIONAL DECREE
x>—4 x2_2x-24 = Ne |

Aucune simplification

de fraction ne sera
autorisée sans
factorisation

X

As Reforred to
Deocree No. 167+ 1934,
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c im x3-2x2—x+2 _ e N
) ;—>2 x2+x-6 mnl‘AMTlan
EDUCATIONAL DECREE
e Ne )

La formule de Viéte ne
sera pas utilisée si une
identité remarquable ou une
mise en évidence peut
étre appliquée.

k3

As Reforred to
of 1

Encas “0/0” :

Sivous ne POUVCZ PaS

5imP|iﬁer la Fraction,

il yaune faute dans la

factorisation!

PROCLAMATION.

xo1 X1 EDUCATIONAL DECREE
N 3

Zéro est un nombre
comme les autre.
C'est une valeur toute
a fait acceptable pour une solution
d'équation, une limite, un zéro, etc.

kA

As Reforred to
Docroe No. 167 ot

ATTENTION !
NE VOUS LANCEZ
PAS TETE BAISSEE

QUEL EST LA
PREMIERE ETAPE DE
CHAQUE cALCUL ?

» Analyse Série3ex4 &5
IL NE FAUT PAS
OUBLIER DE
CALCULER L/IMAGE
POUR SAVOIR QUELLE
TECHNIQUE
APPLIQUER !

JDM- Collége Voltaire 22



3MA1 Analyse

2éme cas : la limite a calculer comporte une ou plusieurs racines

lim x*-1
x-1 \[x-1

Exemple :

. .y L. . . x%-1 \
Idée : comme l'indétermination provient de vx — 1, il faut essayer de transformer i de sorte a
d'abord "éliminer" la racine du dénominateur et ensuite pouvoir simplifier numérateur et

dénominateur. Pour Cela, il faut multiplier numérateur et dénominateur par le conjugué de vVx — 1, a
savoir vVx + 1.

Calcul :

lim x*-1 _ lim xz—l'\/}+1_ lim (xz—l)(\/}+1)_ lim (x—1Dx+D(Hx+1)
X—>1\/§—1_x—>1\/_—1 \/§+1_X—>1 (\/;)2_(1)2 T x-1 x—1

lim lim
=x_>1(x+1)-x_>1(\/E+1)=(1+1)(\/T+1)=4

Théoreme utilisé :

3. La limite d'un produit de deux fonctions vaut le produit des limites

pour autant que ces limites existent.

cad.: [ [F00 g0 = 7 f0) - [T g ()

x—-a x—»ag

Exemples :

) lim Vx+3-2 _

x—-1 x—1

PROCLAMATION.
EDUCATIONAL DECREE

= No 4
) lm x?-x-6 _
x-3 1yx—z

Dans un calcul de

limite, tant que 1'expression
posséde la variable X,
elle doit étre précédée

du" lim "
Tr—r...

kA

JE NE DIS
RIEN MAIS
N'OUBLIEZ PAS LA
PREMIERE
ETAPE !
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3éme cas : calcul par la limite a droite et limite a gauche

Parfois, il est plus aisé d'obtenir certaines limites en calculant les limites a gauche et a droite.

lim X

Exemple: ™

x;8ix=>0

Rappel : |x| = {—x'si x<0

Calcul :

imo X _oum X _ 4
x-0" |x| x>0~ —-x -

lim X _ lim X _ 1
x-07t |x| — x-0*t X -

Les limites a gauche et a droite existent mais ne sont pas égales. Par conséquent, la limite en question
n'existe pas. Le graphique de cette fonction confirme les limites que nous avons obtenues.

Propriété utilisée :

;‘_’)’; f(x) = L si et seulement si xl_l)’z_ f(x)=L et xl_‘fZJr fx) =L

x—1,six<?2

. lim —
Autre exemple : f(x)avec f(x) = {—x +3,5ix>2

x—2

Calcul :

e f Q) =

xl_l)n;+ f(x) =

Remarque : les limites a gauche et a droite existent et sont égales. Par conséquent, la limite en
guestion existe et est égale a 1. Le graphique de cette fonction confirme les limites que nous avons
obtenues.

N’OUBLIEZ PAS DE
NOTER « LIM... »
TANT QU’IL Y A DES X
DANS LA SUITE DU

» Analyse Série3ex7 & 8
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2.4 Continuité?®

Constat : Les exemples graphiques des pages 11 a 13 nous permettent de donner une définition
"intuitive" de la continuité d'une fonction en un point donné, a savoir : f est continue en a si f peut
étre tracée sans lever le crayon en a.

But : Etablir une définition précise de la continuité d'une fonction en un point.

Moyen : A 'aide des exemples des pages 11 a 13, déterminer les causes de discontinuité d'une
fonction en un point.

Analyse des exemples des pages 11a13:

a) Dans les exemples 1), 5) et 6), f n'est pas continue en 3, caril y a un "trou" en 3, c'est-a-dire que
I'image de 3 n'existe pas

b) Dans I'exemple 3), il y a aussi un "trou" en 3 mais il y a une image et pourtant f n'est pas continue
en 3.

c) Dans l'exemple 4), il n'y a pas de "trou" mais il y a un saut qui est la cause de la discontinuité de f en
3.

Donc si I'image de 3 n'existe pas, alors f n'est pas continue en 3. Si I'image de 3 existe alors soit f est
continue en 3 (cf exemple n® ), soit f est discontinue en 3 (cf exemples n° , )

1lére Conclusion :

Question : Dans lI'exemple 4) comment le saut en 3 peut-il étre décrit en terminologie mathématique ?

2éme Conclusion :

Question : D'aprés les deux premiéres conclusions, peut-on dire qu'une fonction est continue en 3, si
I'image existe et si la limite existe ?

3eme Conclusion :

® CRM n°25, p. 33-34
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A partir des trois conclusions précédentes, appliquées a une fonction f dont on cherche a déterminer

la continuité en un point appelé a, nous pouvons établi la définition mathématique de la continuité de

fena:

Définition :
Soit f une fonction, a € Dy
La fonction f est continue en a si

lim
f@) = f(a)

X —a

c'esT PLUS
pOSSIBLE DE

JUSTIFIER EN

DISANT : « VA
DESSINE SANS
LEVER LE
CRAYON- »

tout point de l'intervalle

Définition : Une fonction f est continue sur un intervalle ouvert [ =]u; v| si elle est continue en

Définition : Une fonction f est continue sur un intervalle fermé [ = [u; v] si elle est continue en

fO) =f@et " f(x) = f(v)

tout point de l'intervalle ouvert Ju; v[ et si

Remarque : D'un point de vue géométrique, nous pouvons penser a une fonction continue en tous les

points d'un intervalle comme a une fonction dont la courbe représentative ne présente aucune

interruption. Le graphique peut étre tracé sans jamais lever le crayon du papier.

y ¥y ¥y
0 x 0 x 0
y ¥y y
0 x 0 x 0

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Continuité

On note f une fonction définie dans un intervalle ouvert contenant a.

La fonction f est continue en a si lim f(x) = f(a)
r—a

JDM- College Voltaire

» Analyse Série 4
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Liste de fonctions continues

Les fonctions :
e Polynomiales
e Sinus, cosinus  f(x) = sin(x); g(x) = cos(x)
e logarithmiques f(x) = log,(x)
e exponentielles f(x) = a*

f(x) =x

e Valeurabsolue f(x) = |x]|

e Racine carrée

sont continues sur leurs domaines de définition et donc

) =apx™ + an_1x™ 1+ -+ a,x? + a;x + a

lim
xX-a

Dy = R =] — o0; oo
Df = R =] — 00; o[
Dy = R} =]0; 00
Df = R =] — 00; o[
D; = R, = [0; 0o[
Df = R =] — 00; o[
f(x) = f(a) poura € Df

Montrons sur quelques exemples comment s'applique cette définition de la continuité :

lim _
x—2 5=
car la fonction f(x) =

a)

lim

o1 (2x—-1) =
car la fonction f(x) =

b)

qui est continue sur

lim
xX—a
car la fonction f(x) =

(x—a)=

lim
X—-T x
car la fonction f(x) =

2

d)

lim
X—-T
car la fonction f(x) =

e) cos(x) =

lim x _
f) v €=

car la fonction f(x) =

lim 1 _
x-V3 x
car la fonction f(x) =

JDM- College Voltaire

POUR LES
FONCTIONS
CONTINUES, LA

est continue partout. La limite d'une constante est

est continue en —1 parce que c'est une fonction polynémiale

PROCLAMATION.

EDUCATIONAL DECREE
N 5

Dans un calcul, les
différentes étapes sont
lices de I'énoncé a la
réponse par un signe
d'égalité.

As Reof
Decree N
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Propriétés des fonctions continues :

Si f et g sont des fonctions continues en a et si A est une constante,

Analyse

Alors les fonctions suivantes sont aussi continues en a : [
a)f+yg b)f—g
A f df-g e)gsig(a);to

f) Si f est une fonction continue en a et g une fonction continue en f(a),
alors la fonction g o f est continue en a.

Démonstration de a) : Par hypothése, nous avons ;Z’; f(x) = f(a) et ;Z’; gx)=g(a)

Montrons que '™ fF+g9)x) = +g9)(a):

x—-a

) =) +g) =)+ g0 = f(@) + g9(@) = (f + 9)(@)

xX—-a xX—-a x—-a

Justifications :

Exercice : Démontrer une autre propriété

JDM- College Voltaire
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2.5 Extensions de la notion de limite

Nous examinerons dans ce paragraphe le comportement des fonctions, en particulier, si le graphique

s'approche d'une asymptote (droite).

2.5.1 Les limites infinies et asymptotes verticales10

Exemple : Comportement de la fonction f(x) = xiz au voisinage de 0

Ceci ne signifie pas que nous considérons I'infini comme un nombre, ni que la limite existe. Cette notation

lim
0-

lim
x—-07t

lim
x-0

fGx) =

f&) =

f&x) =

OfA0
[=]

. 1 . . . .
exprime que — peut devenir aussi grand que I'on veut en prenant x suffisamment proche de 0.

Définition limite infinie :

On écrit :

lim

flx) =

X —a

Soit une fonction f définie au voisinage de a (autour de a, mais pas forcément en a).

Si f(x) est arbitrairement grand dés que x est suffisamment proche de a (mais non égal a a).
Cette expression est souvent lue comme suit: "f (x) tend vers l'infini lorsque x tend vers a"

On définit de maniére semblable :

lim f(x) = o
x—at

lim f(x) = o

lim f(x) = —o0
x—at

lim f(x) = —oo

10 CRM n°25, p. 40-42

JDM- College Voltaire
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C’EST L WISTOIRE OE
o L 06RESSE QU CVISINE UN
252 Limites Infinjes’! GATEAU POUR UNE FOURML
B) Forme «» ELLE MANGE DES ORTIONS & 1
° ' o
TELLEMENT PETLTES QUELLE == 0. Q)
/A PRENDRE UNE INFLNTTE DE 0
. lm xt6 RLE MANGER.
Exemple : x_’flzg TEMPS ALEM

Idée : lorsque x est trés proche de 2, (x — 2) est trés proche de 0 et (x + 6) est trés proche de 8. Or,
lorsqu'on divise un nombre non nul par un nombre trés proche de 0, le résultat est un nombre trés grand.

. x+6 R
Dong, lorsque x est tres proche de 2, oy est un nombre tres grand.

Mais ce nombre n'a peut-étre pas le méme signe suivant que x s'approche de 2 par la gauche ou par la
droite.

Il faut donc déterminer les limites a gauche et a droite en 2

Calcul :
lim x+6 _ 8 \ e lim X+6
Xo2* 3y = oF donc trés grand positif: Xo2t g = +oo
lim x+6 _ 8 \ , e lim xX+6 _
Xo2- 3o = on donc tres grand négatif: Xo2- gy = TP
g . x+6
Vérification avec un tableau de signe de P
—6 2

x+6

x—2

x+6

x—2

Comme les limites a gauche et a droite en 2 sont différentes, la limite en 2 n'existe pas.

Exercices :

lim Xx+6 _
a) o, Tk

lim 3—x _
b) fm S =

[ Méthode > Analyse Série 5 exercices 1

_de travail

Situ b]oc]ues, regardc le cours pour
1 CRM n°25, p. 37-38 chercher il n'y a pas un exemP|e,

une méthode ou une définition.
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Définition asymptote verticale

La droite d'équation x = a est une asymptote verticale (A.V.) de la fonction f si I'une au moins des
conditions suivantes est vérifiée :

xl—i>1:11+ f(x) = oo xl—i:crll— f(x) = o xl—i>7z+ fx) = —oo xl_i:;l_ fl) = —o

- . . 2
Exemple : Considérons la fonction rationnelle : f(x) = P Dy =

Remarques :

a) Il n'est pas suffisant de constater que a & Dy pour affirmer

que f posséde une asymptote verticale en x = a
—2)(x+5 o ' : :
Exemple : f (x) = % n'est pas définie en x = 2, mais son Pt cl

graphique est une droite avec un "trou".

lim (x—2)(x+5)
xX—=2 x—2

b) Le graphique d'une fonction ne coupera jamais une asymptote verticale, sia & D.
1.
—,six>0
X

3,six<0

(Sia € D, alors prenons I'exemple f(x) = { ,I'AV en a = 0 est coupée au point (0; 3)).

c) Autres fonctions qui présentent des asymptotes verticales :
f(x) =tan(x) et g(x) =log(x)
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2.6 Formes indéterminées et asymptotes affines!2

2.6.1 Limites en l'infini

_ . 1 .
Exemple : Etudions le comportement de la fonction f(x) = - lorsque x devient grand.

lim
fx) =

X — o0

f&) =

X > —0o0

Nous pouvons observer que, plus les valeurs de x sont grandes, plus les valeurs correspondantes de f(x)

sont proches de 0. Cette situation s'écrit symboliquement : Lim fx)=0

X—00

Définition limite a l'infini

Soit une fonction f définie sur un intervalle [a; +oo[ (respectivement | — oo; a] ). On écrit

lim _ . ) lim _
Yo 4o flx) = (respectlvement Y —oo flx) = )

Si f(x) est arbitrairement proche de L dés que x est suffisamment grand.
Cette expression est souvent lue comme suit : "la limite de f (x) pour x tendant vers l'infini est L".

Le graphique de f peut s'approcher de différentes fagons de la droite y = L

¥ ¥

12 CRM n° 25, p.40-42
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2.6.2 Méthode de calcul pour les limites en l'infini13

. ’ . Ve [ce]
C) Forme indéterminée =

lim 2x3+3

Exemple: . ——

Idée : Comme x — oo (i.e. x est trés grand positif), les termes de plus haut degré au numérateur et au
dénominateur "I'emportent" sur les autres termes (comparés a eux, les autres termes sont "négligeables")

J2x343  2x3

Donc

T x24x

Calcul :

lim 2x3+43
x> oo xZ+x

Théorémes utilisés :

i 2x si x est tres grand positif

Sia € RetneN alors '™

— = 0 (idem pour x - —)

X000 4N

Si neNalors "™ x" = w0

X—00

Exercices :

lim x%+x
X—00 2x3+3

a)

lim 2x%+3
X—=00 x2ix

b)

13 CRM n°25, p. 39

JDM- College Voltaire

COMBLEN DE CALORLES PAR INVITES 1
1§01}

LA FRACTION “1 DIVISE PAR L'INFINT” TEND DONC VERS ZER0.

Analyse

c{)fﬁwmdu%m

VOUS AVEZ UN GATEAU £7 UNE TNFINTTE D'INVITES
UN SEUL DIVISE EN UNE INFINTTE DE PARTS |
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On remarque rapidement que le comportement a I'infini des fonctions polynémiales ne dépend que de leur

terme du plus haut degré. On a donc:

Théoréme (de la plus grande puissance) :
Sif(x) =aux™ +an_1x™ 1+ +ax+ag,

aveca; ERVi € {0;1,..;n}eta, #0

Alors lim f(x) = lim a,x"
X—00

X—00

Preuve :

Ainsi, lorsqu’on applique ce raisonnement a des fonctions rationnelles, on obtient le résultat :

Théoreme :

Si f(x) _apX™tap_x" 1+ tajx+ag
= b XM +by XM 14-+b x+by’

avec a;, b; € R, Vi € {0;1,...;n} et Vj € {0;1,...;m}eta, # Oeth, #0

a .
S sin=m

Alors lim f(x) = lim anx” _ ) Om
A e T xmwbx™ | 9;sin>m
0;sin<m
Preuve :
 Méthode |
de travail |

ESSE)QC CJC cherc.l’wer un exemple POUF clﬂaque

notion pour vérifier si tu as bien comPris‘

QUCI CXCFC]’CC SleDIC assez imPortant POUr
- - - A = 7 . -
apparaitre dans une SRISEYeS: > Analyse Série 5 exercice 2

Est-ce que tu arriverais a refaire I'exercice

seul ? Sans Ton cours ?
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2.6.3 Asymptote horizontale
Définition de I'asymptote horizontale

On dit qu'une droite horizontale d'équation y = h est une asymptote horizontale (4. H.) de la
fonction f sil'une au moins des conditions suivantes est satisfaite :

lim B lim B
o fOO= s oy JOO =
lllustration :
\ /
A A
‘<. "./
V — h '\_N “““““““ _ i — X:_}_l__

—_—— e e, —— e —————— e = ———— e — — —— —— ————

|

4x+3
2x+1

Exemple : considérons la fonction rationnelle g(x) =

lim 4x+3 _

Calculons : =
X—0 2x+1

lim 4x+3 _
X>—00 2x41

On a donc une asymptote horizontale (A.H.) d'équation y =
Remarques :

e Une fonction peut avoir une asymptote verticale et horizontale.
Exemple : g(x) = % posséde une A.V.en x = —%et une AH.eny = 2
e f(x) =x%n'apasdA.V.nidAH.
e Le graphique d'une fonction peut dans certains cas couper une asymptote horizontale.
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Comportement autour de I'’AH.

Partons d’une fonction f(x) avec une asymptote horizontale d(x).

Quelques questions se posent pour pouvoir représenter graphiqguement la fonction f.
e Comment savoir si la fonction va couper ou non I'asymptote horizontale avant de la suivre ?

Nous allons simplement résoudre I'équation f(x) = d(x), ou d(x) est I'équation de I'asymptote horizontale.

2
e posséde une A.H. en d(x) =

Exemple : f(x) = 3x2_1

e Mais que se passe-t-il hors de ces points d’intersections ? Est-ce que la fonction se retrouvera au-
dessus ou au-dessous de I'asymptote ?

Idée pour étudier le comportement de f proche de son A.H. : étudier "f(x) —d(x) "
(c'est-a-dire la différence entre la fonction et I'équation de I'asymptote horizontale)

Notons cette nouvelle fonction : [8(x) = f(x) — d(x)| (fonction delta pour différence)

Exemple : Reprenons f(x) = 3;22_22
3x2+2
8(x) = f(x) — d(x) = T -3 =

6(x)
Lien entre f et I'AH

Nous pouvons maintenant étudier une fonction en regroupant toutes les notions étudiées.

x%+x—4
x2-1

Exemple : f(x) =

Points a étudier : 1) Dy 2) Zy 3) Tableau de signes 4)AV 5) AH avec 6(x) 6) Graphique
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X% +x—4
x2-1

Exemple : f(x) =

Domaine : Df =

Ordonnée a l'origine : f(0) =

Zéro(s) :

Etude des signes de f:

Analyse

x> +x—4

x% -1

f)

Calcul d'A.V. :

Calcul d'A.H. :

JDM- College Voltaire
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Le comportement de f proche de son A.H.: 8(x) = f(x) — d(x)

6(x) =

Etudions les signes de cette nouvelle fonction :

-1 1 3
x—3
x* -1
5(x)
Position du graphe de f relativement a I'A.H. Dessous dessus dessous | coupe dessus
Graphique :
4
3
1
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

-

~

w

>

w

o
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Remarque importante :

Il est possible de prendre un raccourci dans la recherche de la fonction delta.

L . S L. . xX%+x—4
Effectuons la division qui est conseillée dans I'écriture de la fonction f(x) = 71

2 _ 2_ — 2_ —_ _
Kixca  (PoURGd) _xPo1 x93 g x93 gy s(x)

x2-1 x2-1 T x2-1 ' x2-1 x2-1

On peut écrire f(x) =

Analyse

Attention ¢ étre
précis dans Pécriture
de d et §.

Graphe : ; fv

ol il

I |

| [

| |

I 1

1 4 |

I |

) |

! [

I |

b 32 |

I |

i e Y s barsralias wos

T [ = e

\ | |
L : 2 A .
-4 2 : : 2 3 4 x

| |

| |

l_2 |
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2.6.4 Asymptote oblique

Définition de I'asymptote oblique :

Analyse

lim (f(x) B d(x)) _0 lim

X — 00 X — —0o0

Une droite d(x) = mx + h (m est la pente et h est I'ordonnée a I'origine) est appelée asymptote
oblique (A.0.) de la fonction f si I'une au moins des conditions suivantes est satisfaite ;

(fG) —d@) =0

Autrement dit : Si x tend vers oo, alors la différence entre f(x) et d(x) tend vers 0.

lllustration :

Théoréme :

X—00 X—00

La droite d'équation d(x) = mx + h est une asymptote oblique de la fonction f
em=tm (@) eth="" (f(x) — mx)

3+1
Exemple : Soit la fonction rationnelle : f(x) = %

Df =
Calculons une éventuelle asymptote oblique de la forme d(x) = mx + h:

m= lm (@) _

x—+oo x

h= M (FG) —mx) =

~ x>t

L'asymptote oblique est donc donnée par la fonctiond(x) =1-x+ 0 =x

///

\\\

\\\

7

Remarques :
e Sim=0eth # to,alorsonauneA.H.

e Siune fonction possede une A.H. a "droite" et a gauche" alors il n'y a pas d'A.O.
e Le graphique d'une fonction peut dans certains cas couper une asymptote oblique.

JDM- College Voltaire
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Que peut-on trouver dans la table CRM ?

OUF ! LES
FORMULES SONT DANS
LA TABLE CRM !

Asymptotes
Asymptote verticale

La droite d’équation = = a est une asymptote verticale de la fonction f si
lim |f(z)| = 400 ou lim |f(z)| = 400
r—a r—a

r>a z<a

Asymptote horizontale

La droite d’équation y = h est une asymptote horizontale de la fonction f lorsque z tend vers +oo
si lim f(z)=nh
r—+00

On traite de maniére analogue le cas ou z tend vers —oo.

Asymptote oblique

La droite d’équation y = mx+h est une asymptote oblique de la fonction f lorsque z tend vers +oo
si lim (f(z) — (mz+h)) =0
r—+00

Si f(x) ne peut pas s’écrire facilement sous la forme f(z) = mz + h + d(z) avec lim d(z) =0,
r—+00
on peut déterminer m et h en calculant :

m = lim @ et h= lim (f(z)—mz)

r—+o00 I r—+00

On traite de maniére analogue le cas ou z tend vers —oo.

> Analyse Série 5 exercice 3

2.6.5 Autres formes indéterminées :
Exemple : Etudions le comportement des fonctions f(x) = x2 et g(x) = x3 lorsque x devient grand.

1 lim —
’l' X—00 f(x) -
lim _
s J(X) =

Imf(x) =

moogx) =

Nous pouvons observer que les valeurs de f(x) deviennent grandes lorsque x devient grand. Nous
observons aussi que la fonction "au cube" augmente beaucoup plus vite que la fonction "au carré".

Définition limite infinie a l'infini

Soit une fonction f définie sur un intervalle [a; +oo[

‘. lim
On écrit : o fx) =
Si f(x) est arbitrairement grand dés que x est suffisamment grand.

Cette expression est souvent lue comme suit : "la limite de f(x) pour x tendant vers l'infini est I'infini".

JDM- College Voltaire
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JE NE DIS

| D) Forme indéterminée oo — o = RIEN MAIS

N/OUBLIEZ PAS LA

Exemple: "™ (x% —x)

X—00

Idée : le terme de plus haut degré I'emporte sur I'autre, car x est supposé tres grand.

Calcul :

lére maniere :

lim lim 1 lim lim 1
(x? —x) = x2<1——>= x? - (1——>=oo-1=oo

X — OO X — OO X X — OO X — OO
2éme maniere :

lim lim lim
(x?2 —x) = x(x—1) = x- (x—1)=o00-00 =00

lim

X — o0

Exercices :

a) WMok —x341)=

X——00

b) M (x®—xt) =

X——00

Remarque générale essentielle :

sl L . TP lim lim
Les propriétés sur les limites de la p.13 sont subordonnées a I'existence de f(x) et Yo gx)

Si l'une ou l'autre de ces deux limites n'existe pas, ces théorémes ne peuvent pas étre utilisés.

. lim

x%—x . .
: —— de la maniere suivante :
x-0 X

Exemple : Calculer

. X2y
lim — lim (XZ

im 1 . . .
—X)- lim 2 ot incorrect car la seconde limite n'existe pas.
x-0 x x-0

x-0 x

Remarques pour limites a l'infini et les fonctions rationnelles :

e Sile degré du numérateur est plus grand que le degré du dénominateur, on obtient +oo

e Sile degré du numérateur est égal au degré du dénominateur, on obtient un nombre réel
différent de zéro (le coefficient dominant du numérateur divisé par le coefficient dominant du
dénominateur)

e Sile degré du numérateur est plus petit que le degré du dénominateur, on obtient O.

» Analyse Série 5 exercice 4a 6
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2.7 Limite de %(x) [Sujet d’oral]
sin(x)

On consideére la fonction f(x) = (x est exprimé en radians)

Donner avec une précision de 6 décimales une valeur approchée de f(x) aux abscisses données. Si cela est

impossible, expliquer pourquoi ?

f(=0,01) =

f(=0,001) =

f(0) =

f£(0,01) =

£(0,001) =

Conjecturer la valeur de la limite (si elle existe)

lim sin(x) B

x—->0 x

Pour étudier cette limite, nous aurons besoin de deux théorémes :

Théoréeme 1:

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I contenant a, sauf éventuellement en a
Si f(x) < g(x) pour tout x e I\{a} et si ™ f(x) et '™ g(x) existent,

i i x—a x—-a g
Alors '™ f(x) < ™ g(x)

Théoréeme des deux gendarmes :

Si f(x) < h(x) < g(x) pour tout x e \{a}etsi ™ f(x) =" gx)=1L

xX—a xX—a
lim _
Alors ' h(x) =L

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle ouvert I contenant a, sauf éventuellement en a.

Rappel de relations trigonométriques utiles dans la preuve qui va suivre et dans les exercices :

. sin?(x) + cos?(x) = 1
. tan(x) = ::;?;))
o cot(x) 1 cos(x)
- tan(x) - sin(x)
. sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)

JDM- College Voltaire
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Montrons que :

- - | [
lim sin(x) o _
ro0 % = 1 avec x exprimé en radians -.:-r
|
A L d
Preuve : Premiérement : Montrons que ”"ZM =1
x-0 X T
Prenons x > 0, mesuré en radians, x € |0 ;%[ T
M A
Idée : Faire une comparaison d'aires
. . . - AN
Aire AOIM < Aire secteur OIM < Aire AOIT r=1 = tan
1-sin (x) X 1-tan (x) \'-;x E
— < =< — £ '1 . VAR
2 2 2 o |~ ‘v*l I
r=
} sin(x) - sin(x)
= =
sin(x) < x < c0s() Multiplie par 2 et tan(x) cos()
1< x 1 Divi , ( ) iest> 0
ey o ivise par sin(x) qui es
sin(x) .
=>1> . > cos(x) Inversion
lim lim sin(x) lim . .
= ot 1> X0t = xo0t cos(x) Car les fonctions x — 1 et x — cos(x) sont continues
cos(0)=1
= 1> lim+ sin (x) >1
x—-0 X
PO i sin(x
Selon le théoreme des deux gendarmes, nous avons donc xl_lngr @) 1

lim sin(x) -1

Deuxiémement : Montrons que, ) ——

Il suffit de remarquer que la fonction est paire :

. sin(—x sin(x sin(x
Six > 0alors —x < 0, donc: (=) _ _sint) _ sinx)
—-X —-X X
. lim sin(x) _ lim sin(x) _ 1im sin(x) _
Conclusion : "~/ s 1 Xm0y T om0t = 1

Rappel : Aire secteur d'angle x [rad] est % car:

Aire secteur X ) X )
— = — = Aire secteur = — n-r“,avecr =1
T-T 2_35 21
comparaison draires comparaison drangles
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lim sin(x) —1

Montrons encore que : " o

avec x exprimé en radians

Preuve n°2 : Comparer les aires du triangle OMC avec I'aire du secteur OIM et 'aire du triangle OIT. (a
faire en exercice)

Cette démonstration
peut étre revue en
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lim sin(x) -1

Montrons que : ",

X

avec x exprimé en radians

Analyse

Preuve n°3 : Comparer les aires du secteur de rayon OC et angle x avec l'aire du triangle OCM et I'aire du

secteur OIM. (a faire en exercice) :

JT
M

JDM- College Voltaire
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Exemples de calculs de limites trigonométriques

) lim sin(2x) _
x-0 2x

b) lim sin(x+1) _

x=0  x+m

) lim sin(6x) __
x—0 3x -

d) lim 1—cos(x)=
x—0 X

» Livre d'Analyse, CRM n°25, p.48-49 exercices 2.10 2.12
> Série d'Analyse 5 exercices 7 & 8
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Résumé des méthodes de calculs

Important :
N’oubliez pas d’évaluer la limite avant toute application de méthode !
Si vous oubliez cette étape, vous ne saurez pas quelle marche a suive effectuer !

PARFOIS JE CALCULE DES LIMITES
SANS LES EVALUER POUR VOIR S| ELLES SONT
INDETERMINEES -

o fx) =7

—_ QUE J'AIME LES HOMMES
QUI PRENNENT DES
RISQUES !

pas d'indéterminée forme indéterminée
A 0 )

f@ 4 2 : " %0 — o0
o) 0 [¢]

+oo
étudier
le signe a 0

gauche et tpeorie du gateau
droite

_9x) xestdans f contier'lt _9x) xestdans _gx)  xestdans
f(x) " h(x) uneracine une fonction f(x) " h(x) uneracine f(x) " h(x) uneracine
trigonométrique
; ] multiplier le ramener a mise en multiplier le mise en gz;csieerf?e
actoriser  nymérateur et la forme évidench numérateur et évidence Forcée
simplifier  dénominateur lim sin (@) 4 forcée dénominateur forcée -
par le x-0 x par le et sortir
conjugué conjugué delaracine
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3. Dérivées

' - . . ; .
Lorsqu'on utilise une fOI’]CtIOI’], il est souvent nécessaire de Py a4 HHHHHHA

pouvoir localement (i.e. : pour des nombres x proches HHHHH 1111

d'un nombre fixé) répondre a des questions telles que :
quel est le signe de cette fonction ? Est-elle croissante,

, . ) (2
décroissante ? ... VARIE TOUT LE

Il n'est pas toujours simple d'obtenir la réponse a ces
guestions, particulierement lorsque la fonction est
compliquée a représenter. Le probléme est donc :

Est-il possible de remplacer localement la fonction donnée
par une fonction trés simple pour laquelle la réponse a ces questions est presque évidente ?

On peut préciser le probléeme posé, de la maniere suivante :

Etant donné une fonction f et un point (a;f(a)), quelle est la fonction simple qui "approche le mieux" f
pour des nombres x proches de a ?

Il semble légitime de penser que la fonction simple cherchée doit satisfaire aux trois exigences suivantes :

Elle doit contenir le point (a;f(a)).

2. Elle doit étre une fonction affine, car sa représentation graphique est une droite, et la droite est le
plus simple des graphiques connus.

3. L'écart entre cette fonction et f doit étre le plus petit possible pour des nombres x proches de a

Conclusion :

La fonction qui "approche le mieux" la fonction f au point (a;f(a)) est la fonction affine tangente a f

au point (a;f(a)).

. . 1 4 2
lllustration graphique: f(x) = gxz +2; a=4; T(4;f(4))(x) =X =3

La question est : comment déterminer I'équation de la droite tangente en un point ?
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3.1 Equation de la droite tangentel* [Sujet d’oral]

But : établir I'équation de la droite T tangente a une fonction f en un point (a;f(a)).

lllustration : Soit f une fonction

PR - OSSN v -"|. :

fx)-fa)| [ 7 T
: ; Cette demongtration

peut &tre revue en

METE) ) S —

Analyse :

1. Choisissons un point (x;f(x)) sur la courbe f avec x # a (ici, x > a), et représentons la droite
contenant les points (a; f(a)) et (x; f(x)), elle s'appelle la droite sécante S.

2. Plus x se rapproche de a, plus la position de la droite contenant les points (a; f(a)) et (x; f(x)) se
rapproche de la position de la droite tangente T.

Conclusion :

La position de la droite T est la position limite, lorsque x tend vers a, de la droite contenant les points

(a;f(a)) et (x;f(x)).

Equationde T :

Rappel : I'équation d'une droite :|d(x) = mx + hlavecm = la pente = i—z et h = l'ordonnée al'origine

On connait un pointde T (a; f(a)), il faut donc calculer la pente de T pour pouvoir établir I'équation de T.

Tlamonl- rose
_A;E 7 g Tladle dz(/"*@b‘

oche
Pen‘ti‘— _——VQ’lc"‘l qu_e:f

HO Avondal

14 CRM n° 25, p. 69-70

JDM- Collége Voltaire 50



3MA1 Analyse

Or, la pente de T est la pente limite, lorsque x tend vers a, de la pente de la droite sécante contenant les

points (a;f(a)) et (x;f(x)).

La pente de la droite contenant les points (a;f(a)) et (x;f(x))est le nombre réel :

f(x) —f(a)
xX—a
Donc la pente de T est le nombre :
y f(x) —f(a)
im——

x—-a X—a

On peut donc écrire :

T()_llm f(x) f(a) x4+ h (*)

x—a xXx—a

Il faut alors déterminer I'ordonnée a I'origine, a I'aide du point (a;f(a)):

r@ =m0 ID )
On isole ensuite h :
h:f(a)_hmw.a
x>a  xXx—a

On insere ensuite cette expression a la place de h dans I'expression (*):

100 =m0 @ iy D@ [OT@ gy

xX—-a X —

On écrit alors :

T, (x) = lim f(x)—f(a) (x—a)+f@ ou y= 11mf(x) f(a) ‘(x—a) + f(a)

x—-a xX—a xX—a

Reprenons I'exemple de la page ...:

Soit la fonction f(x) = %xz + 2

Déterminons I'équation de la droite tangente en a = 4:

_1 42 _ 14
f@) =<-42+2=2

1.2 14 1.2 8 _ l E
lim fG=f@® _ tim & 275 _ lim & 5 _ tim & 4)(6“3) —um (1l 2)_2,2_ 4
Xx->4 x—4 X4 x—4 X4 x—4 @ x4 x—4 T x-4\6 3/ 6 3
4 14 4 16 14 4 2
Donc: Tu(x)=z(x—-4+—-=-x——+—=-x—=
3 3 3 3 3 3 3

> Ex3.30a3.35, p.86-87 CRM n°25
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Cette d
32 Nombre déeré peut &tre revue en -
vidéo./

Définitions :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I € Retsoita el

lim [/ (@) existe et est un nombre réel.
x—a x—a

lim fx)-f(a)
—-a

xX—-a

e Ondit que f est dérivable en a si

e Sif estdérivable en a, le nombre réel est appelé nombre dérivé de f en a ou

dérivée de f en a et est noté f'(a) .

Remarques :

1. Le nombre dérivé f'(a) est une notion locale, attachée au point (a;f(a)).

2. Lasignification "géométrique" de la dérivée de f en a:
f'(a) représente la pente de la droite tangente a f au point (a; f(a)).

3. Avec cette nouvelle notation, I'équation de la droite tangente a f au point (a; f(a)) devient :

y=F(a) (x-a)+f(a)

4. Graphiquement, une fonction dérivable en a est une fonction qui admet une droite tangente au

point (a;f(a)).

5. Notation équivalente: en posant x = a + havech € R; onobtient: x —a=nh
(h représente donc I'écart entre a et x)

De plus: "x — a" équivauta "(x —a) - 0", donca"h - 0"

On peut donc définir f'(a) par f'(a) = ,i’_'}':, ’w

Exemples :

1) f: {R - R ouc € R (fonction constante)
xXec

analyse: la représentation graphique de f est une droite (de pente 0); donc la droite tangente a f en
un point (a;f(a)) est f elle-méme. Comme f'(a) représente la pente de la tangente a f en

(a;f(a)), f'(a) vaut la pente de f, d'ol: f'(a) =0

calcul:

f'(a) =

conclusion: si f est une fonction constante, alors f'(a) = 0 pour tout nombre a de R.
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2) {528

(fonction identité)
X

analyse: la représentation graphique de f est une droite (de pente 1). Par le méme raisonnement
qu'al'exemple 1), ona f'(a) = 1.

calcul:

f'(a) =
conclusion: si f(x) = x alors f'(a) = 1 pour tout nombre a de R.

3) f:{]R—HR

f ti drati
b 32 (fonction quadratique)

analyse: f n'étant pas une droite, la droite tangente ne sera pas la méme en chaque point. Par
conséquent, la valeur de la pente de la tangente variera en fonction du point choisi.

calculs: calculons la pente, puis I'équation de la tangente a f en deux points arbitrairement choisis:

(L F(D) et (=2;£(=2)):

’ i (x)-f

x=1 x—1

I'équation de la tangente a f au point (1;f(1)) estty=f"(Dx-1+ Q)
i.e.:

b) f'(~2) =
I'équation de la tangente a f au point (—2;f(—2)) esty = f’(—Z)(x — (—2)) + f(-2)

i.e.:

généralisation: calculons la pente, puis I'équation de la droite tangente a f en un point (a;f(a)):

f'(a) =

I'équation de la droite tangente a f en un point (a;f(a)) estty =f'(a)(x —a) + f(a)

i.e.:

» CRM n°25, p.81-83, ex3.9, 3.10, 3.13, 3.16, 3.17 & Analyse Série 6
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Exemples graphiques de fonctions non dérivables en a:

x+1;six<2 . . _ ¥
1) f(x) = { 2isix>2 est discontinueena = 2

car: f'27) =1

et: f/(27) = —» /

Analyse

. 7 <
2) f(x) = {_2::'48_15?;:1 est anguleuseena =1 %‘ .
car: f'(17) =1 ™
et: f/(17) = -2 .

3) f(x) =+/|x — 3| + 1 admet un point de rebroussement en a = 3

car: f'(37) = —0
et: f'(3%) =+ T3

4) f(x) = /x Latangente est verticaleena = 0
f'(07) = f'(07) = +oo

f n'est pas dérivable en 0 car la limite est infinie, n'appartient pas a R.

JDM- College Voltaire
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Analyse

Que trouve-t-on dans la table CRM ?

Calcul différentiel

Dérivée d’une fonction

f(l‘o—l— h)

f(Io)

—

Dérivée de f en z

Différentielle de f en z
Tangente t en z,
Fonction dérivée

Dérivée seconde

JDM- College Voltaire

fxo+h) — f(x0)

’ .
Le nombre f’(z) est la pente de la tangente

a la courbe en (zo; f(z0))

Autres formes :

f@) = fla) _ . Af

f'(@o) = IILHIIO T — T Az—0 Az
Autres notations :

iy = f(2), alors ['(a) = 2 = Sy
df = f'(z0) Az

y = f'(zo)(z — z0) + f(0)

flrae fi(x)

1=y

Autres notations :

Siy = f(z), alors f"(z) = % = % ="
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3.3 Approximation d'ordre 115
Dans le but de simplifier certains calculs, il est parfois utile de remplacer une fonction donnée par une droite.
Il faut bien évidemment choisir une droite qui soit une approximation de la fonction !

Par exemple, pour calculer la valeur de v4,1, nous
allons approcher la fonction f(x) = vx par la
droite d(x) = ix +1

Les images de 4,1 par f et par g sont environ
égales.

VEI = d(4,1) = i-4,1 +1=2025 i

L'avantage de cette approximation est qu'elle permet de calculer une racine carrée a l'aide des quatre
opérations uniquement.

Pour comparaison, la valeur de /4,1 indiquée par la calculatrice est: V4,1 = 2,0248456 ...
(Cette derniére valeur est elle aussi une approximation !)

La droite d est une approximation d'ordre 1 de la fonction f au voisinage de 4. (Pour une approximation
d'ordre 2, on approche la fonction f a Il'aide d'une parabole.)

Probléeme : comment calculer I'équation de la droite d?

Considérons une fonction f dérivable en un point a.

Pour que la droite d soit une bonne approximation de la fonction f au

voisinage de a, nous allons imposer deux conditions :

a X
1. d(a) = f(a) ce qui semble logique
lim f(x)-dx) _ 0
x—>a x—a —

la seconde condition signifie que, lorsque x tend vers a, I'écart entre f et d tend vers 0 beaucoup plus vite que
x—a

A partir de ces deux conditions, nous allons calculer la pente et I'ordonnée a I'origine de la droite d.
Notonsd(x) =mx + h
La premiére condition nous donne: m-a+h=f(x)donch = f(a) —ma

lim f(x)-mx-h —0

La deuxiéme condition nous donne:
x—a x—a

5 CRM n° 25, p.70
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par substitution:

lim f(x)—mx—f(a)+ma _ 0

xX-a xX—a
lim (f(x)—f(a) mx—ma B
x—>a< x—a  x—a >_
lmz<ﬂm—fm) )_
L _m)=0
xX-a xX—a

lim ()~ f@)
xX—>a x—a -m
(@)

Donc
f'(@)=m
Finalement, I'équation de la droite d est: d(x) = f'(a)x + f(a) — f'(a)a = f'(a)(x —a) + f(a)
Remarque : La droite d est donc la tangente a f en a.
Conclusion :

La droite qui approche le mieux la fonction f au voisinage du point a est la tangente a f en a.
T, est donc I'approximation d'ordre 1 de f au voisinage de a.

Exemple :
Cherchons a calculer /8,8 a l'aide d'une approximation d'ordre 1

Nous allons donc considérer la fonction f(x) = v/x et calculer la tangente & f en 9.

lim Vx—3 lim Vx—3 vJx+3 lim 11 1
x>9 x—9 x-9 x—9 \/E+3_x—>9\/§+3_3+3_6

(9=

1
L) =fO)=&-9N+fO)=c-x-9+3

Finalement : v/8,8 = To(8,8) = 2,96 (valeur de la calculatrice: 2,966479...)
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3.4 Fonction dérivée

Nous avons vu que si une fonction f est dérivable en un point a, nous pouvons calculer le nombre dérivé de
f ena, noté f'(a).

Nous pouvons établir la correspondance suivante :

nombre nombre dérivé
%
a f'(a)

Ainsi, lorsqu'une fonction f est dérivable en chaque point d'un intervalle, il est possible de définir la fonction
dérivée f: la fonction qui, pour chaque point x de l'intervalle, donne la pente de la tangente a f en ce point.

Définition :

Si une fonction est dérivable en tout point d'un intervalle ouvert I =]c; d[, on dit que f est dérivable
surl =]|c; d|

I -R

Notation :  Si f est dérivable sur I, la fonction dérivée de f est f': X oo f! (%)

Remarque : La fonction dérivée fait correspondre a tout élément a de I la valeur de la pente de la droite
tangente a f au point (a;f(a))

Exemples :
f(x) f(x) I Notation abrégée

c 0 R (c))=0

X 1 R (x)’ =

x? 2x R (x?) = 2x

x3 3x? R (x3)" = 3x2
1_ L1 1 R* N1
: z G -z
\/; = x1/2 1 R*+ r 1

C/EST COMME CHERCHER
. L/INCLINAISON SUR UNE
Déterminer f° (a) ? ATTRACTION : GA VARIE EN
CHAQUE POINT !
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Développons deux cas :

R-R
{22 = £

Calcul de f'(a) =

. 2_,2
lim x~—a
X—a x-—a

_ lim &= (x+a) _ lim

X=a

(x+a)=2a

~ x-a

f est donc dérivable sur R ; le domaine de définition de f' est R.

La fonction dérivée de f est:

R - R
9941, v = g0

Calculde g'(a) =

/. R-R
I x e 2x=f"(x)
2'/ /
fr
15 / f

lim Vx—Va _ lim
xX—a x-a

(

Vx—va
x—a Vx+J/a

lim 1

\/E+\/E) _

Analyse

1

T xoa Vieva | 2va

g est donc dérivable sur R ; le domaine de définition de g’ est R};. La fonction dérivée de g est :

{ RI - R
9" A _
x'_)z\/;_f(x)

Remarque :

Les six exemples du tableau de la page précédente vérifient la relation suivante : [(x™) = m-x™ 1, m € Q

Nous démontrerons cette relation plus tard dans le cours.

JDM- College Voltaire
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3.5 Lien entre continuité et dérivabilité [Sujet d’oral]

Exemples :

a) La fonction f(x) = x? est dérivable sur R car f'(x) = 2x, Df, = R. f est alors continue sur R.

b) La fonction g(x) = v/x est dérivable sur R} car g'(x) = T’ Ds, = R . f est alors continue sur R
Théoréme : Soit f une fonction définie au voisinage de a fet. continues

Si f est dérivable en a alors f est continue en a

////%

Transformons cette égalité avant d’y appliquer des limites : f(x) = M( —a)+ f(a)

Démonstration : A voir : “m L) = f(a)

f)—f(a) _f (x)-f(a)

xX—a X—a

Idée : Partir d’une égalité vraie et évidente :

Appliquons la limite de chaque coté de I'égalité :

xX—a

o (FG0) = 1 (P22 G- )+ £(@)

tim [/ @) lim (x —a) +lim f(a) Propriétés des limites
R xX—a

T x-a x—a x—a
- Xxma

xf,(a) O\ =f(a) \

f dérivable en a par hypothese Xx — a est continue car un polynéme  La limite d’une constante est
la constante elle-méme.

= f'(@-0+f(a) =f(a)
Finalement : llm S =f(a) Ce qui montre donc que la fonction f est continue en a.

Remarque importante : La réciproque de ce théoréme, c'est-a-dire : "Si f est continue en a alors f est
dérivable en a" n'est pas toujours vraie ! Voici un contre-exemple :

s . x,six =0
Considérons la fonction valeur absolue : f(x) = |x| = { y
—x,Six <0
Cette fonction est continue en a = 0, par contre, elle n'est pas dérivable en a = 0. En effet : P
e f est continue en zéro, car:
lim _ lim _ lim _ lim _ _ _ lim _
oot f) = "hx=0 et T f(x)="_—-x=0 donc 7 [x|=0
= N
7/ = N
- . T(,‘// Y
e f n'est pas dérivable en zéro, car: ’
lim X _ 1
i -lo i ot x NP iy NP .
f(0) = tm -l _ um 2l _ ) 20" x Comme la limite & gauche est différente de la limite a droite, la
x-=0 x—0 x>0 x lim —X [
x-0" x

limite n'existe pas et donc f n'est pas dérivable en a = 0.

Graphiquement, cela correspond a deux tangentes possibles au point (O;f(O)) de pente 1 et —1.

» Analyse Série 7 exercices 5 et 6

Lionne\\e
Co(\é A N b

St A
(Ke,c \proque A o candikioarelo :
S b Mo A
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4. Etude de fonctions

Analyse

4.1 Regles de dérivation (Formules magiques)

Le but de ce paragraphe est d'énoncer et de démontrer des formules qui vont nous permettre d'obtenir
rapidement la dérivée de nombreuses fonctions sans passer par un calcul de limite.

e

1) (D) =0,YA€R

2)(A-f)'(x)=4-f'(x),vAER

3)(f+9)'(x) = f(x) +g'(x)

A -9)'x)=fx)—g'x)

5)(f-9) () =f'(x)gx)+ f(x) g'(x)

'™
f2(x)

6) (%) 0 =

£\ oy _ Fl)-g0)—f(x)-g' (x)
7) (g) () = g2(x)

8) (g f)(x)=(g" ) f'(x)

Nous allons énoncer précisément (= donner les conditions pour qu’elles puissent étre appliquées) et démontrer ces

formules.

Nous apprendrons a utiliser toutes ces formules en méme temps que nous commencerons a les démontrer.

Tant gu’elles ne sont pas démontrées, il faudra les accepter comme vraies.

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Reégles de dérivation

(f+9)(z) = f(z) +4(2)

(A-f)(z) =Af'(z), Ae R

(f-9)(x) = f'(2) g(2) + f(2) g'()

(go f)(z) =g'(f(z)) - f'(2)

N, F@)g(z) - flx)g(z)
(E) (=)= 9*(x)

S P S
O T
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1) Dérivée d'une fonction constante

‘ Définition : Une fonction constante est une fonction de la forme f(x) =1, Vx E Ret A€ R

Enoncé : \ﬂf(x) = A est une fonction constante alors (1)’ = 0,VA € ]R‘

Démonstration : A I'aide de la définition de la dérivée :

lim f(x)—f(a) lim A-24 lim

= 0=0
x—a xX—a xX—oax—a x-a

f'(a) =

Remarque :

Comme le graphique d'une fonction constante est une droite horizontale, il est évident graphiquement
gu'une tangente en un point de cette droite (qui se confond avec elle) est de pente nulle !

y
A

A f

Exemple: (5)' =

2) Dérivée du produit d'un nombre réel et d'une fonction

Définition : Le produit d'un nombre réel A et d'une fonction f est une nouvelle fonction notée A - f définie

par (- f)(x) =1~ f(x)

Enoncé : Si f est dérivableenaetsil € R,
alors la fonction A - f est aussi dérivableenaet (1-f)'(a) =1-f'(a)

Démonstration: (1-f)'(a) = tim (AN)x)-A1)(@) définition de la dérivée de A - f

x—a x—a

= tm Af@-1/(@) définition de la fonction A - f

x—a x—a

_ lim 4 fG)-f(a) \ . -
= gl R algébre (mise en évidence)

2. lim fe)-f(a)

x=a  x-aq Propriété des limites

= A1-f'(a) la limite existe car f est dérivable en a par hypothése

Exemple : (5x2)" =
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3) Dérivée de la somme de deux fonctions

Définition : La somme de deux fonctions f et g est une nouvelle fonction notée f + g définie par
f+9)x) = fx) +gx)

Enoncé : Si f et g sont deux fonctions dérivables en a

alors la fonction f + g est aussi dérivableenaet (f + g)'(a) = f'(a) + g'(a)
Démonstration: (f + g)'(a) =

tim (f+g)(x)-(f+g)(a)

x—-a

xX—a

définition de la dérivée de f + g
_ lm [)+g()-fla)-g(a)

x—-a

xX—a

définition de la fonction f + g
_ lim fG)-fla)+g(x)—g(a)

oa —a algébre
_ lim ( f)-f(a) , gx)—-g(a) R

x_)a( . T ) algebre
_ tm f&)-f@ | 1im gx)-g(@) " T
= xoa e + .0 EEp— propriétés des limites
= f'(a) +g'(a)

les deux limites existes car f et g sont

dérivables en a par hypothese
Exemple : (5x2 + 7x)' =

4) Dérivée de la différence de deux fonctions

Définition : La différence de deux fonctions f et g est une nouvelle fonction notée f — g définie par
f=9)) = fx) —gx)

Enoncé : Si f et g sont deux fonctions dérivables en a

Démonstration :

alors la fonction f — g est aussi dérivableenaet (f —g)'(a) = f'(a) — g'(a)

Exemple : (4x% — 6x)’ =

JDM- College Voltaire
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5) Dérivée du produit de deux fonctions [Sujet d’oral]

Définition :

Le produit de deux fonctions f et g est une nouvelle fonction notée f - g définie par (f - g)(x) = f(x) - g(x)

Enoncé : Si f et g sont deux fonctions dérivables en a,
alors la fonction f - g est aussi dérivableenaet (f - g)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a)

Démonstration :

(f-9)(a) = tim LOETO@ Définition de la dérivée de f - g

_ lim fG)g(x)-f(a)g(a) AP . )
= oa —a Définition de la fonction f - g

=0

_ ;1—1:1 f&x)gx)-f (a)'g(xy):l; (@)-g(x)- f(a)g(a) Astuce algébrique

_ lim (@-f(@)g®)+f(@)(g(x)-g(a))

x—a —a Algébre
' f)-f(a) g(x)-g(a) \
= ;T; ( — gx)+ f(a) -T) Algébre

_ Um f®)-f@ | 1m g(x) +;l_1;l‘; f(a@)- lim g(x)-g(a)

x—a x—a x—a x—-a x—a

S~——————— e’
=f'(a) =g(a) =f(a) =g'(a)

T

Propriétés des limites

par hyp, f est dérivable en a la limite d'une constante par hyp g est dérivable en a
est la constante

comme g est dérivable en a par hyp, cela implique que g est continue
donc la limite d'une fonction continue est I'image de ce point

donc (f-g)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) g'(a)

Remarque : la dérivée d'un produit de fonctions n'est pas le produit des dérivées des fonctions !
Exemple : (x2(x + 1))’ =

» Analyse Série 8 exercices 1 a 4
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6) Dérivée de I'inverse d'une fonction [Sujet d'oral] E '#1 E

Définition : La fonction = 7 est définie par ( ) (x) = f( ) —— et est appelée l'inverse de f. T uh..-.
..-] L) IT
r4 7 . 7 . . l‘ m ae
Enoncé : Si f est dérivable en a et si f(a) # 0,
A li d
alors la fonction % est aussi dérivable en a et G) (@) = — [ (@) E ' dd

(@)

Démonstration :

1 1
N ; 2)x)—-(=)(a) i
(—) (a) = 1™ M définition de la dérivée de =
f x-a x—a f
1
= um [@ @ définition de la fonction :
x—a X—a f

1 fl@ 1 fx)

\ —_ 7

,{ d :N/ = ;‘_’)’; [ (@) f@) ) f(‘z fl (@) /&) Algébre (dénominateur commun)
e _
j\k?/‘% fl@-f@)
4 . m P
e \ R _lim f0)f(a) \
[ g :g\}:;:% N = xoa x-q Algébre
&N '.-“-,»%s X

lim (—(f(X)—f(a))_ 1 ) algebre

x—-a x—a fo)f(a)

L'inverse de 2 est 1/2.
i x)-f(a i 1 s ..
= — tm [W-/(@) lim Propriétés des limites

L'opposé de 2 est -2. x-a x—a xX=a f(x)f(a)
=f'(a) -1
I 0)
f dérivable par hypothese f dérivable par hypotheése

donc f continue
et la limite d'une fonction continue en un point est I'image de la fonction au point

donc( ) (a) = fZ(Z;

Remarque : La dérivée de I'inverse d'une fonction n'est pas I'inverse de la dérivée de f.

7) Dérivée du quotient de deux fonctions [Sujet d’oral]

e}

Le quotient de f et g est une nouvelle fonction notée g définie par (5) (x) = )

Enoncé : Si f et g sont deux fonctions dérivables en a et si g(a) # 0

alors la fonction £ F'(@)-g(a)-f(@)g' (@)
g g2(a)

est aussi dérivable en a et ( ) (a) =

Démonstration : Idée : dériver la fonction f - S en utilisant les formules démontrées précédemment

O @=(2) @=r@ 3@+r@: () @=r@- L+ 5
F'@ g@ _ f@ayg'@ _ f'@g@-f(a)yg @

T 9@ g@ g%(a@) g2%(a)

Remarque : La dérivée d'un quotient de fonctions n'est pas le quotient des dérivées des fonctions !
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8) Dérivée de la composition de deux fonctions [Sujet d’oral]
Définition : La fonction g o f est la fonction composée des deux fonctions f et g et

définie par (g o /)(x) = g(f (%))

Enoncé : Si f est dérivable en a et si g est dérivable en f(a)
alors la fonction g o f est dérivableenaet (geo f)'(a) =(g'° f)(a) - f'(a)

Démonstration : Cas 1: f(x) # f(a) dans un voisinage de a

(g Of)’(a) — lim (gof)(x)—(gef)(a)

x—a x—a

Définition de la dérivée de g o f

= lm 90 )-9(r(@) Définition de la fonction g o f

x—-a x—a

_ lim (g(f(x))—g(f(a)) ,f(x)—f(a)) astuce algébrigue si f(x) % f(a)

T x-a x-a fO-f(@)

lim ( 9(fx))-g(f(@)  fx)- f(a)) Algebre

x=a f)-f(a) x—a

_ iim 90 ®)-9(f@)  1im fx)-f(a)
Coxva fo-fla) X2 x-a

=f'(a)

Propriétés des limites

f Dérivable par hypothese

f dérivable par hyp donc continue (x - a = f(x) = f(a))

= Jdm GUSU@). 1(q) = g'(£(a)) - £(a)

f&x)-f(a)
=9'(f(@)
Cas2: f(x) = f(a): Est-ceque (g o f)'(a) = (g' > f)(a) f'(a)?
® 2
' _ lim (@°f)x)=(g°f)(a) P o
1) @@= T ——— Définition de la dérivée de g o f

= lm 90 )-9(r(@) Définition de la fonction g o f

x—-a x—a

_ lm 9(f(@)-g(f (@) car f(x) = f(a)

x—-a x—a

_ lim 0 __

X—-a x—a

(2) (g’ °Na) -f(a)

existe par hyp =0
— fi(a) = im [QOF@ _ um f@-1@ _

x—a x—a x—a x—a

(gef)(@)=( of)(@- f'(a) doncO=0 doncl'égalité est vraie.
=0 =0

=0
CQFD
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4.2 Dérivée de x™
Nous allons étudier la dérivée de la fonction f(x) = x™

Nous avons vu que :

[Sujet d’oral]

f(x) f'(x) n Page de théorie
ou série
1 0 0 p.
X 1 1 p.
x? 2x 2 p.
X 3x? 3 AS6 ex 1
Jx = x2 113 1 [p.  ,As6ext
2\/} 2 2
1 1 _
—:x_l __2:_1,x—2 1 AS6 ex 1
X X

On remarque donc une régularité et on aimerait ainsi prédire que f'(x) = n - x™1

L}
[}
o
L] Cette démongtration ‘
- | peutetrerewieen >
- \\ uidéo. /
ﬁ . -
e Td

Il est possible de démontrer que cette formule reste vraie lorsque I'exposant est un nombre irrationnel, mais

Nous allons montrer ce résultat en 4 étapes :

e lorsquen = 0 (déjafaitalap...)
e |orsque n est un entier positif (n € N¥)

e |orsque n est un entier négatif (n € Z*)

e lorsque n est un entier rationnel (n € Q*)

nous ne le ferons pas dans ce cours.

La démonstration avec n € N* se fait par récurrence.

Définition : Le principe de récurrence
Considérons une affirmation (une formule par exemple) qui dépend d'un entier positif n

Si nous parvenons a démontrer que

1) I'affirmation est vraie pourn = 1
2) si I'affirmation est vraie pour un certain entier (n) alors elle I'est aussi pour I'entier suivant (n + 1)

Alors cette affirmation est forcément vraie pour chaque nombre entier positif.

En effet, comme elle est vraie pour n = 1 et pour I'entier suivant, elle est vraie pour n = 2. Comme elle est
vraie pour n = 2 et pour l'entier suivant, elle est vraie pour n = 3, etc.

Une image pour mieux comprendre le principe : les dominos placés debout pour étre
préts a tomber en cascade :

(1) Initialisation : le domino 1 tombe.
(2) Hérédité : La chute du domino n entraine la chute du dominon + 1.
(3) Conclusion : Tous les dominos tombent.
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Enoncé:Sif(x) = x™ alors f'(x) =n-x""1vx € RetVn € N*

Démonstration : (par récurrence) A voir : 1) la formule est vraie pourn = 1 (déja faitalap. ....)
2) si la formule est vraie pour n, alors elle I'est aussi pour n + 1.

n-1

Supposons donc la formule vraie pour n, c'est-a-dire: f'(x) =n-x

G = x™' =) x"+x- () =1 x"+x-n-x"l=x"+n-x"=x"-1+n)=mn+1) x"

Algeébre dérivéede f - g formule valable pournet1 algébre

la formule est vraie pour n + 1 donc pour tout entier positif.

donc (x™*1) = (n+1)-x™ Vx € Ret Vn € N*

Autre démonstration : (a I'aide de la définition du nombre dérivé)

lim f(x)—f(a) lim x"—a® lim (x—a)&""+x"?a++xa"?+a"")

I( —
a) = = =
! X —a x—a xX—>a x—a x—a x—a
im .4 n-2 n-2 n-1 n-1 n-2 n-2 n-1
= X +x" " “a+--+xa +a =a +a" " “a+--+aa +a
x—a -
n fois
=na"!

Exemples : On peut maintenant donner les dérivées de plusieurs fonctions facilement :

A =25 S0= b= Sf@=  Of@=3x"+5-20  =f @)=

Enoncé:Sif(x) = x™ alors f'(x) =n-x""1vx €R*etVn € Z*

Remarques :

e Lorsque I'exposant est un entier négatif, le domaine de f est R*
3y = (L) = 3.4t = _3
exemple: (x73)" = (x3) =3 xt=—=

e La démonstration se fera en utilisant la dérivée de l'inverse et la formule pour n € N

Démonstration : Puisquen € Z , cela implique que —n € N*

—n)l _( nx~n- 1) _ _
( n), _( _n) (x_n)z \x_zn w ) xn |
algébre dérivée de; x™)Y =n-x""* car—ne€ N* algébre

donc (x™) =n-x"'vx € R*etVn € Z*

Remarque : Avec I'énoncé pourn = 0, pourn € N* et pour n € Z*, on a maintenant la formule démontrée
pour tout entier n € Z.

JDM- Collége Voltaire 68



3MA1 Analyse

Enoncé:Sif(x) =x™ alors f'(x) =n-x""1vx€eR.etVne Q

Remarques :

e Lorsque |'exposant est rationnel, le domaine de f est R}

1./ ’ 3
exemple : (x'E) = (L) 151
Vx 2 2Vx3
o La démonstration se fait en utilisant la dérivée de la composition de fonctions et la formule pour n € Z.

Démonstration :

Sin est un nombre rationnel, il peut s'écrire sous forme d'une fraction. Posons n = Sou peN‘etqeZ”

B\, By p\4
Avoir : (xq> = =x4 Idée : dériver la fonction x? = (xq>

q
)

=-p_1
e a1,/ p
NORE

!

(xP) = pxP~1,pe N* algébre dérivéede g o f et (x9) = qx97%,q € Z*
formule montrée p.51 formule montrée p.51

2 14
En comparant les deux expressions obtenues, nous obtenons une équation qui contient I'expression (xq> :

p\q-1 P\’ P
q- <xq) . (xq) =p-xP1 isolons (xq>

!

p p—1

= X . . , . .
o (xq> = % il faut maintenant réduire I'expression obtenue

py 4+l
-1 a

o\! pxP -(xq> p(1-q) p

P o, P -1+2- P_q
(=><xq> = N _Poup-l.y g =PB.,P P—P.xq

q q q q

Ainsi,ona (x™®) =n-x"lvxeRetVn e Q

CQFD
Remarque : La formule reste vraie lorsque I'exposant est irrationnel
n—1

Exemple: (x™)' = mx

» Analyse Série 8 exercices 5 a 15
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4.3 Dérivées de fonction trigonométriques [Sujet d’oral]
Dans ce paragraphe, nous allons montrer les égalités suivantes :

1) sin’(x) = cos(x),Vx € R E E 7

2) cos'(x) = —sinG), Vx € ':Il T ‘I

3) tan’(x) = L =1+ tan? (x) Ssix #+ T +kn ke ‘ peufefrerevueen ey ‘
cos?(x) ’ 2 ’ vidéo. / '\‘

)
Démonstration de 1) : (dérivée du sinus) "'
sin'(a) = ™ sin()-sin (@) Définition de la dérivée
T xoa x—a
. 2cos x+—a) sin(ﬂ)
_ lim ( 2 2 i i _ atB\ . (a=B
= a o rappel: sin(a) — sin(B) = 2 cos( 2 )sm( > )
. 2cos(XE2) sin(X22
l .
x:"; ( ;.x_a ( 2 ) Algébre

xoa =S *—a Algébre
2
x—a
= ;:"Zl cos (%) . ;TZ Smx;aT ) Les deux limites existent
- cos(%) 2
cosinus Continue en a donc la limite est I'image
lim sin(y)

= cos(a) - substitution y = ? ety >0

y=0 y
~———————
=1

lim sin (x)
x—0

(Prouvé p. ... )
= cos(a)
Dong, sin'(x) = cos(x) Vx € R

Démonstration 2) : (dérivée du cosinus)

Idée : nous allons dériver la relation sin?(x) + cos?(x) = 1:
(sin?(x) + cos?(x))" = (1)’
(sin?(x))" + (cos?(x))" = 0
(cos?(x))" = —(sin*(x))’

2 - cos(x) - (cos(x)) = —2 -sin(x) - (sin(x))’ dérivée de g o f

(cos(x))’ _ —2-sin(x)-(sin(x))’ _ —sin (x)-cos(x)

P—— = sy - sin(x) algébre et dérivée du sinus

Donc:cos'(x) = —sin(x) Vx € R
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Démonstration 3) : (dérivée de la tangente)

Analyse

Cette démonstration se fait a I'aide des deux résultats précédents ainsi que de la dérivée du quotient et de la

formule : tan(x) =

(tan(x))’ =

sin(x)
cos(x)

Que trouve-t-on dans la table CRM ?

Dérivée de fonctions usuelles

JDM- College Voltaire

f(z) f'(z) f(z) f'(z)
a 0 vz ﬁ
o - i sa(s) @0
- o In(a) -
o® a®In(a) log, () - hi(a)
sin(z) cos() arcsin(z) ﬁ
cos() _ sin(z) arccos(z) - ﬁ
tan(z) Cosi D=Lt tan®(z) arctan(z) 1 +1$2
i) —Sini = —1-eort(@) | arceot(a) —H#mg

» Analyse Série 8 Ex 16 a 25
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4.4 Lien entre croissance et dérivée [Sujet d’oral]

Définitions : Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.
e f estcroissante sur I siVx;,x; € I avec x; < x5 alors f(x1) < f(x3)
e f estdécroissante sur [ siVxy,x, € I avecx; < x, alors f(xq) = f(x3)

lllustrations \‘
f/ \
f(x2) i f(x1) \
ﬁ ; i f(x2) . f
| g , | .
; X1 7 X2 L 2 X X2 :)
fest croissante sur [ =[a;b] fest décroissante sur I = [a;b]

Remarques :

e Les fonctions constantes vérifient les deux définitions. Elles sont donc simultanément croissantes et
décroissantes
e La définition d'une fonction strictement croissante s'obtient en remplacant f(x;) < f(x;) par

fx1) < f(xz2)
Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Croissance

On note I une partie de ’ensemble de définition de la fonction f.

La fonction f est ... si pour tout zy,z9 € I :

croissante sur I T < Ty = f(z) < f(zg

(z2)
strictement croissante sur I Ty < Ty = f(z) < f(z9)
(z2)

décroissante sur [ Ty < Ty = f(z1) > f(2g

strictement décroissantesur I | 1 < zo = f(z1) > f(22)

Une fonction monotone sur I est une fonction qui est soit croissante sur I soit décroissante sur I.

Dérivée premiére et croissance

On note f une fonction dérivable sur un intervalle I.

f croissante sur < f'(xz) > 0 pour tout = de

f décroissante sur I < f'(z) <0 pour tout x de |
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Théoréme :

Soit f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert [
1) Si f est croissante sur I alors f'(a) = 0,Va € I "frsf =0"
2) Si f est décroissante sur [ alors f'(a) < 0,Va €1 "fNSf<0"

lllustration :

Lorsque la fonction est croissante, y 4

les tangentes a f sont toutes de pentes positives f .,
Cela signifie que f'(a) = 0Va €1 T,

lim fx)-f(a)

x—-a x—a

Démonstration pour 1) : A voir: =0Va €1 /

Soit a un nombre quelconque de l'intervalle I. 7

Considérons la fraction : % oux €]. ///

e Six <a,alorsx —a <0 (algébre) s

et f(x) < f(a) (car f croissante)
etdonc f(x) — f(a) < 0 (algebre)

Dans ce cas, la fraction est donc positive ou nulle : >0

_r
e Six >a,alorsx —a > 0 (algébre) E _‘:"{E

et f(x) = f(a) (car f croissante) et donc f(x) — f(a) = 0 (algébre) !.-1 . =

Dans ce cas, la fraction est aussi positive ou nulle : W >0

ﬁ. -
FOO)-f(@) E F-L by o 1

est positive ou nulle Vx € I \ {a}

f)-f(@)
x-a

En résumé, la fraction

Comme f est dérivable par hypothese, cette fraction admet une limite en a. Cette limite est aussi positive ou
nulle (voir propriétés des limites).

o lim fO)=f(@) _ .
Nous pouvons donc écrire : .~ s = f'(a)=0

Ce raisonnement étant valable pour chaque point a de I, nous avons finalement f'(a) = 0Va € I.

Démonstration pour 2) :

Se fait de maniere analogue a 1).

Remarque : Dans la table CRM, on voit que le résultat fonctionne dans les deux sens (<). Nous avons
montré que " f 7= f' = 0" Plus loin, nous démontrerons la réciproque (inversion entre hypothése et
conclusion) de ce théoréme : Si la dérivée est positive alors la fonction est croissante " f' > 0= f » "
(méme raisonnement avec f décroissante)
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Exemple d'utilisation de la réciproque’® :

Soit la fonction f'(x) = x3 — 6x% 4+ 9x — 2

Sadérivéeest: f'(x) =3x2 —12x +9=3(x%—4x+3) =3(x — 1)(x — 3)

Etudions les signes de f’ pour connaitre la croissance de f:

x 1
f'x) | + 0 - 0 +
f(x) | 2 | Maxlocal: (1;2) N | Minlocal : (3; —2) 7

Il est ensuite possible, a partir du tableau ci-dessus, d'esquisser le graphe de la
fonction f. Méme approximative, cette esquisse permet de dégager quelques
propriétés fondamentales de cette fonction.

. 21 [ . .
Exercice : Etudier les variations de la fonction f (x) = );Ts et esquisser sa représentation graphique.

16 Savez-vous énoncer la réciproque ?
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4.5 Lien entre extremum et dérivée [Sujet d’oral]
Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle I
e Ondit que f admet un maximum local en x = u
s'il existe un voisinage V deuou f(x) < f(u)vx € V
On dit alors que f(u) est un maximum local de f sur V
e Ondit que f admet un minimum local en x = w
s'il existe un voisinageV deaou f(x) = f(w)Vx eV
On dit alors que f(w) est un minimum local de f sur V.
e On appelle extremum local de f surV
un maximum local de f sur V ou un minimum local de f sur V.
Hlustration :
A
Dans cette illustration,
f(u) )

e f admet un maximum local en x = u et f(u) est le

—~
v

maximum local de f dans un voisinage de u.

e f admet un minimum local en x = w et f(w) est le

minimum local de f dans un voisinage de w. flw)

o f(u) et f(w) sont deux extremums locaux de f.

Théoréme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert [ et a € |
Si f admet un extremum local en x = a alors f'(a) = 0

. . . Ya
lllustration : Lorsque la fonction admet un maximum en a, ou un

minimum en a, les tangentes a f en a, et en a, sont de pentes
nulles. Cela signifie que f'(a;) = f'(a,) =0

I
Démonstration : /

Nous démontrerons ce théoréme dans le cas ou f admet un

maximum local en a. (Dans le cas d'un minimum, la démonstration est analogue)

Comme f admet un maximum en q, il existe un voisinage VV de a tel que :

f<fla)e fx)—f(a) <0vVxevVnlI

r l"rE
Considérons la fraction W oux € Vnl. .--. :_r -. k]
e h l- {‘
; fx)-f(@) lim  fx)-f(a) reo— o "m =
e Six<aex—a<0 ———=>0donc = ———==f"(a”)=0
x—a x—-a x—a .
. Six>a®x—a>0,%£0doncxljg+ %=f’(a+)so =aad Jd

Comme f est dérivable en a, f'(a™) = f'(a*) = f'(a) et ce nombre est forcément nul.

Donc: f'(a) =0 COFD
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Remarque : La réciproque est fausse.
Cela signifie que si f'(a) = 0, f n'admet pas forcément un extremum en a

Exemple : f(x) = x3 n'a pas d'extremum en 0 mais f'(x) = 3x2 et f'(0) =
Le point (0; 0) n'est pas un extremum

I
o

Un point celui de I'exemple est appelé point d'inflexion ou palier de f.

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Extremums

Le nombre f(a) est un mazimum local de la fonction f §'il existe un intervalle ouvert I contenant a
tel que, pour tout z € I N Dy, ona f(z) < f(a).

Le nombre f(a) est le mazimum absolu de la fonction f si, pour tout z € Dy, on a f(z) < f(a)

On définit de maniére analogue un minimum local et le minimum absolu de f.
Les deux derniers théoremes vont permettre de déterminer la croissance, la décroissance d'une fonction
ainsi que leurs extremums locaux en déterminant les signes et les zéros de sa dérivée
Exemple : Considérons la fonction polynémiale : f(x) = x3 — 6x% + 9x — 2
Calculons sa dérivée : f'(x) = 3x%2 —12x + 9 = 3(x — 1)(x — 3)
Cherchonsleszéros: f'(x) =0 e x=1letx =3

Cherchons les signes de f’ pour connaitre la croissance, décroissance de f:

X 1 3
3(x—1)
x—3
f(x)
f(x)

e  f est décroissante sur

e  f estcroissante sur

e  fadmet un maximum localen x = etf( )= est le maximum
local de f dans un voisinage de 1.

e fadmetunmimimumlocalenx = etf( )= estle mimimum
local de f dans un voisinage de 3.

Il est ensuite possible, a partir du tableau de signes, appelé tableau de signes de f’ et variations de f,
d'esquisser le graphique de la fonction f.

Conclusion : L'étude de la croissance, décroissance de f se trouve a I'étude du signe de sa dérivée [ et la
recherche des extremums locaux de f se rameéne a I'étude de I'équation f'(x) = 0
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4.6 Théoréme de Rolle, des accroissements finis et corollaires [Sujet d’oral]

Théoréme de Rolle :

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; b]

Si 1) f est continue sur [a; b]

I'e

2) f est dérivable sur Ja; b[
3) f(a) = f(b) = une constante

alors il existe au moins un nombre ¢ € ]a; b[ tel que f'(c) =0

lllustration : Dans cette illustration, il y a deux points ¢ en qui la fonction a une tangente horizontale.

Démonstration :

Cas 1: (m = M) f est constante : f(x) = f(a) pour tout x € |a; b[ (constante)

donc f'(x) = 0,Vx € ]a; b[
ainsi: Vc € |a; b[ telque f'(c) =0

Cas 2 : (m < M) Supposons f pas constante (voir illustration)

On sait, par le théoreme de la valeur intermédiaire que si

v

f:la; b] = R est continue, il existe deux nombres m et M tels
que f([a; b]) = [m; M].

Comme f n'est pas constante, I'un au moins des nombres m et
M est différent de f(a).

Supposons, par exemple®’, que f(a) # M donc f(a) < M.

Notons c la (ou une) préimage de M. Cette préimage de M se trouve forcément dans l'intervalle ouvert

la; bl car f(b) = f(a) <M = f(c)

De plus, f(x) < f(c) Vx € [a; b], et le point (c;f(c)) est donc un maximum.

Comme f est dérivable sur ]a; b[, donc en ¢, nous savons par le théoréme précédent®® que f'(c) = 0

CQFD

7 Dans le cas ou M = f(a), nous aurons forcément m < f(a) et nous définirons c comme une préimage de m. Le point

(c;f(c)) sera alors un minimum.

8 Théoréme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert [ et a € |

Si f admet un extremum local en x = a alors f'(a) = 0
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Discussion :

Que se passe-t-il si on décide de ne prendre que deux hypothéses sur trois ?

Hypotheéses Conclusion FAUSSE Conclusion VRAIE
1) f continue sur [a; b]
2) f dérivable sur ]a; b y y
3SHH=F(b)

1-f-eontinvesurla: bl
2) f dérivable sur ]a; b y
3) f(a) = f(b) y

- N w £
N w S [4,]
(
s

1) f continue sur [a; b]
2H-f-dérivablesurla; b y y
3) f(a) = f(b)

N w = (9,1
~

- N w S~ (9]

§

Conclusion : Quand les trois hypothéses sont réunies, ATT——
THEOREME DES
ACCROISSEMENTS
FINIS.

la conclusion du théoréme est vraie.
Quand on emploie seulement deux hypotheéses au lieu de trois,

il se peut que cela soit vrai aussi, mais pas toujours !
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IL SERT A QuUOI

CET AUTRE

Théoréme de Lagrange ! THECREME?
(Théoreme des Accroissements Finis : TAF) : :

C'EST LE
THEOREME DES

. . T . ACCROISSEMENTS
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; b] = FINIS.

Si 1) f est continue sur [a; b]
2) f est dérivable sur Ja; b[

f(b)-f(a)
b—a

alors il existe au moins un nombre ¢ € ]a; b[ tel que f'(c) =

lllustration & signification :
f ) f (a)

la fraction ———— correspond a la pente de la droite s qui

est la droite sécante passant par (a, f(a)) et (b, f(b)). 4
Cela signifie qu'il existe un point c dans l'intervalle la; b[ f(b)
dont la tangente est paralléle a la droite sécante s.(Sur

cette illustration, il y a deux points c) f(a)

Remarque : Le théoréme de Lagrange est une

généralisation du théoreme de Rolle.

Démonstration : Idée : Nous allons déterminer la

pente de la droite sécante s, déterminer une fonction auxiliaire qui satisfera les hypothéses du théoréme de
Rolle et nous pourrons ainsi bénéficier de sa conclusion.

a) L'équation de la droite sécante est de la forme : s(x) = mx + h ol sa pente:m = %
Remarquons que la dérivée de la fonction s correspond a sa pente: s'(x) = %

b) Déterminons une fonction auxiliaire d(x) = f(x) — s(x) qui correspond a la différence entre la fonction
f etlafonction s. Elle donne la distance (écart) entre les deux fonctions.

c) Vérifions que la fonction d satisfait les trois hypothéses du théoréme de Rolle :

1) d est continue sur [a; b] car f est continue sur [a; b] par hypothése et s est une droite. La
différence de fonctions continues est une fonction continue (propriété des fonctions continues).
2) d est dérivable sur ]a; b[ car f est dérivable sur Ja; b[ par hypothése est s est une droite. La
différence de deux fonctions dérivables est une fonction dérivable (propriété des fonctions
dérivables).

3)d(a) = d(b) card(a) = f(a) — s(a) = f(a) = f(a) = 0etd(b) = f(b) —s(b) = f(b) — f(b) = O

d) Comme la fonction d satisfait les hypothéses du théoréme de Rolle, il existe donc un ¢ € Ja; b| tel que

d'(c) = 0 c'est-a-dire (f(c) — s(c)) = 0donc f'(c) =s'(c) = f(b) f(a) donc: f'(c) = f(b; {l(a)

CQFD

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

héoréme des accroissements finis

Si f est une fonction continue sur lintervalle

[a;b] et dérivable sur l'intervalle |a;b[, alors il

existe au moins un nombre ¢ dans |a;b| tel que
f(0) — f(a)

!

7o) = LB =1
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Corollaire 1duTAF: "f' > 0= f 7"et"f'<0=>f\"

Soit f: [a; b] = R une fonction continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b|,
(f satisfait aux hypothéses du théoréeme de Lagrange)

Alors : 1) Si f'(x) = 0,Vx €]a; b[ alors f est croissante sur [a; b]
2)Si f'(x) < 0,Vx €]a; b[ alors f est décroissante sur [a; b]

Démonstration de 1) : A voir : f croissante, c'est-a-dire: Six; < x, alors f(x;) < f(x3)

Choisissons arbitrairement x;, x, € ]a; b[ avec x; < x,

Donc:0<x;, —x; ©x;—x; >0 (%) Cette démonstration

peut étre revue en
Appliquons le TAF a la fonction f dans [xq; x;] :

3¢ €]xy; x,[ tel que f'(c) = [&2)=f &)

C'est-a-dire: L’(Q(xz — x1> = f(xz) — f(x1)
20 >0

]

par hypothése (%)
donc: f(xp) — f(x) =0
c'est-a-dire: f(x;) = f(x;)

En conclusion : x; < x, = f(x1) < f(x;) ce qui signifie que f est croissante sur [a; b].

Démonstration de 2) : analogue a 1)

Remarque : La réciproque de ce théoréme a été démontrée au paragraphe 4.4

OUlI MELUSINE? VOUS
VOULEZ SAVOIR A QUOI
SERT LE COROLLAIRE ?

" C'EST UN
ENONCE TRES
PROCHE DE CELUI DU
THEOREME MAIS QUI A UNE
HYPOTHESE DIFFERENTE EN
PLUS ET DONC UNE
CONCLUSION

INTERESSANTE-
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Corollaire 2duTAF: " f' =0 = f = cte"

i
: ,;'I:
i [w]

Soit f: [a; b] = R une fonction continue sur [a; b] et dérivable sur Ja; b,
(f satisfait aux hypothéses du théoréeme de Lagrange)

e

Sif'(x) = 0,Vx € ]a; b[ alors f est constante sur [a; b] T lH'

o

Démonstration : Montrons que f(x) = f(a) Vx € [a; b] (signifie que f est constante sur [a; b])

Nous allons appliquer le théoréme des accroissements finis (TAF) a la fonction f sur l'intervalle [a; x].
Considérons un nombre x € ]a; b]

Par hypothéses du corollaire, la fonction f vérifie les hypotheses du théoreme des accroissements finis sur

I'intervalle [a; x] e
QUOI
f(x) —f(a) PERSONNE NE
Selon le TAF, il existe au moins un ¢ € ]a; x[ tel que f'(c) = — = 0 DOIT NOTER

Comme f'(c) = 0 (par hypothése du corollaire) donc f(x) — f(a) =0
Ainsi: f(x) = f(a)

Ce raisonnement est valable pour tout x € ]a; b]

Donc f(x) = f(a) Vx € ]a; b]
Comme f(a) = f(a) ona donc f(x) = f(a) Vx € [a; b]

Donc: f est constante sur [a; b].

. - o]
Il découle de ce théoreme que : !
ae

- .‘ d {-1

Corollaire 3 du TAF : ey,
o
Si deux fonctions f et g ont la méme dérivée, alors (f — g)(x) = constante E .ﬁ
= ad Jd

En effet, pour autant que les hypothéses du corollaire soient respectées, si f'(x) = g'(x),
alors (f — g)'(x) = 0 etdonc (f — g)(x) = constante
Exemple : f(x) = sin?(x) et g(x) = — cos?(x) ont la méme dérivée. (a vérifier)

Nous pouvons en déduire que la fonction (f — g)(x) = sin?(x) + cos?(x) est une constante.
(Nous retrouvons ici le théoréme de Pythagore dans le cercle trigonométrique).

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Dérivée premiére et croissance

On note f une fonction dérivable sur un intervalle I.

f croissante sur 1 < f'(z) > 0 pour tout = de I

f décroissante sur I < f'(z) <0 pour tout z de I
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Exemple :

5

Considérons la fonction f(x) = ———
x2—6x+10

Df=

Zf=

Nous pouvons déterminer la croissance de f a partir des signes de sa dérivée.

Vérifions que sa dérivée est :

, _ —10(x-3)
f1e) = (x2-6x+10)2

Indiquons les signes de f” ainsi que la croissance de f dans un tableau :

3
—10(x - 3) + |o -
(x? —6x+10)% |+ + +
(0 y o0 |-
f(x) 7 |5 \

Les résultats obtenus nous permettent d'esquisser le graphe de la fonction f.
f est continue sur R et n'a pas de zéro
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4.7 Tableau des variations

Le tableau utilisé a la page précédente est appelé tableau des variations (ou tableau de monotonie) de la
fonction f

Dans un tel tableau figurent :

e Ledomaine et les zéros de f

e Le domaine et les zéros de f’

e Lessignesde f'

e la croissance et décroissance de f
e Les éventuels extremums de f

, 3
Exemple : Etudions la fonction f(x) = xf_4 en rajoutant le tableau de variation :
Domaine : Dy =
Ordonnée a l'origine :
Zéros : Zy =
Tableau de signes de f:
3
x?—4
f(x)
Asymptotes :
AV?
”
o Enx=2 7 f(x)=
li li
Comportement: "7 f(x) = o fx) =
y
e Enx=-2: " f(x)=
li li
Comportement: ™ . f(x) = o f) =
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AO?d(x)=mx+h

i 1
o m=1 f) 1=

o h="(Fx) - ma) =

doncd(x) =
Comportement de f autour de I'AO :

§(x) =f(x) —d(x) =

Tableau de signes de §:

x% -4
5(x)
f(x)
Dérivée de f:
o) = x3 0\ C3x2(x®* —4) —x*(2x)  x*(3x® —12-2x?) x*(x* —12)
f1e) = x2—4) (x2 —4)2 N (x2 —4)2 - (x2 —4)2
Tableau des variations de f:
V12 —2 0 2 V12
X2
x%2—-12
(x?
_ 4)2
f'&x)
f(x) 2 | =5,20 N N \ N 5,20 2
AV AV
Max P.C. min
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Remarques :

e Lesimages de +v12 sont calculées pour placer ces points particuliers sur le graphique

e f N’admet pas d'extremum en 0 bien qu'il y ait une tangente horizontale en ce point. Un tel point est
appelé palier ou point critique. (G indiquer dans le tableau)

e Sif"(x) s'annule et change de signe en a, alors (a; f(a)) est un point d'inflexion du graphe de f

(voir prochain paragraphe)

Hlustration®® :

Point d’inflexion

» Analyse Série 9 exercices 1 a 7 & Monographie n°25 de la CRM p.135-136 ex 4.38

19 [llustration de Anne Siety dans Qui a peur des mathématiques ?
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4.8 Convexité et concavité des fonctions dérivables

Considérons une fonction f dérivable sur un intervalle I

Définition : La fonction f est dite convexe sur [ si, pour chaque point a de I, le graphe de f est situé au-
dessus de la droite T, sur tout I'intervalle I

Formellement:Vx € letVa€lonaf(x) = f'(a)(x —a) + f(a)

lllustration :

-+

e

Sur l'illustration ci-dessus, le graphe de f est au-dessus de celui de T, sur tout l'intervalle I et cette propriété
reste vérifiée pour n'importe quel autre point a de I. La fonction f est donc convexe sur I.

Remarque : La convexité est une notion qui existe aussi pour des fonctions non dérivables. La définition
donnée ci-dessus ne concerne cependant que les fonctions dérivables.

Définition : La fonction est dite concave sur I, si, pour chaque point a de I, le graphe de f est au dessous de
la droite T, sur tout l'intervalle I.

Formellement:Vx € letVa€lonaf(x) < f'(a)(x —a) + f(a)

lllustration :

Sur l'illustration ci-dessus, le graphe de f est au-dessous de celui de T, sur tout I'intervalle I. Comme cette
propriété reste vraie pour chaque point a de I, la fonction f est concave sur I.
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Remarque : Si f est un polyndme de degré < 1 (une droite), alors f vérifie les deux définitions. Dans ce cas,
la fonction f est donc convexe et concave.

Exemple :
I f est concave sur ]a; b]
et convexe sur [b; c|[ .
Le point b est aussi appelé point d'inflexion de f
a b x

c » C'est en b que la courbure de f change.

Définition : Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I contenant a. Si f"(x) s'annule
et change de signe en a, alors (a; f(a)) est un point d'inflexion du graphe de f

Remarque : Si f est une fonction conevexe sur I, alors
f' est une fonction croissante sur I (Les pentes des £
tangentes augmentent.) Cela signifie que:

si f' est dérivable, alors (')’ est positive.

Définition : Une fonction dérivable dont la dérivée est elle-méme dérivable est une fonction dite deux fois
dérivables. (f")" se note f"’ et est appelée dérivée seconde de f.

Exemple : soit f(x) = x(x — D(x +1) =x3 —x

Ona:f'(x) =3x?—1etdonc f"(x) = 6x

Onrésout: f"(x) = 0 etonobtient: x =0

On voit sur le graphique ci-contre que f passe d'une forme concave
a convexe.
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Théoréme :

Si f est deux fois dérivable sur I,

alors :
(1) festconvexesurl & f"(x) > 0Vx €l
(2) festconcavesurl & f""(x) <0Vx el

Analyse

La démonstration de ce théoréme ne sera pas exposée dans ce cours.

Truc pour s'en rappeler : Les yeux donnent le signe de la dérivée seconde et la courbure se lit sur le sourire

Remarques :

e Convexité et concavité déterminent la courbure de f

e La convexité sera notée U et la concavité N.

e |l est possible d'ajouter une ligne au tableau des variations pour y faire figurer la courbure de la

fonction mais il est en général plus simple d'élaborer un autre tableau pour cette nouvelle notion.

Exemple : Déterminons la courbure du polynéme f(x) = x3 —x2 —4x + 4 = (x — 2)(x + 2)(x — 1)

fl(x) =3x%2-2x—4

e =6x—2  Zm= {1}

X 1
3
") - 0 +
fx) N 2,59 U
PI

Dans une étude de fonction, ce tableau vient compléter
le tableau des variations.

La courbure de f change en é

Nous n’appellerons aussi point d'inflexion un tel point.
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5. Application du calcul différentiel a I'optimisation

Beaucoup de problémes pratiques conduisent a la détermination des valeurs maximales ou minimales prises
par une quantité variable. Ces valeurs, qui sont les plus favorables dans un contexte donné, sont parfois
appelées valeurs optimales. Déterminer ces valeurs constitue un probléeme d'optimisation.

La résolution d'un probleme d'optimisation passe par une lecture attentive de la donnée souvent
accompagnée d'un dessin, une définition de toutes les variables nécessaires et la recherche des extremums

d'une fonction®.

Méthode de résolution :

(1) Bien lire le probléme (et plusieurs fois!)
(2) Identifier les variables, en particulier, celle a optimiser (faire un croquis ?)
(3) Traduire les données en termes mathématiques
(4) Trouver le lien entre les variables
(5) Exprimer la variable a optimiser a I'aide d'une seule autre variable (domaine ?)
(6) Trouver I'extremum (Max ou min) a I'aide de la dérivée (tableau des signes de f’, variations de f)
(7) Répondre a la question posée (phrase en francais).
Il est utile de contrdler que le résultat est plausible et correspond bien a la solution du probleme

Exemple : On désire fabriquer une boite cylindrique fermée en aluminium d'une contenance de 1 litre (1 dm3

de volume). Quelles doivent étre les dimensions (en dm) de ce cylindre pour que sa fabrication nécessite un

minimum d'aluminium ?

Illustration :
~
P
V=1 dm’ V=1 dm’
—/
V=1 dm®

Pour optimiser la fabrication de cette boite, il faut rendre minimale I'aire latérale A du cylindre.

Plan de construction de la boite : L

e Notons R le rayon du cylindre
2nR

et h sa hauteur

20 En premiére année, nous résolvions déja des problémes d'optimisation en cherchant le sommet de paraboles
décrivant une situation. Maintenant nous allons chercher des extremums de fonctions qui sont parfois plus compliquées
que des polynédmes du second degré.
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e Exprimons l'aire A en fonction de R et h:
A(R; h) = 2nRh + 2nR?

e Exprimons l'aire A en fonction de R uniquement :

Pour avoir un volume de 1 litre:V =nmR*h=1=>h = # [dm]

Donc A(R) = 2mR (?) + 2mR? = 2 + 2mR?

1
[
e |l s'agit maintenant de calculer le minimum de cette fonction A(R).

Pour cela, il faut étudier (partiellement) cette fonction.

A

10

AR) ==+ 3_

STA(R) % 2mR* alors A'(R) = ——RZZ + 4nR = 4"};2 2
! = 3 _ 2 1

etA'(R) =0 R —4n<:)R———32n = 0,54 dm

e Vérifions que le rayon obtenu correspond bien a un minimum :

R 0,54
A'(R) — 0 +
A(R) \ min 7

Remarque : la nature méme du probléme nous interdit de penser qu'il s'agit d'un maximum !

~ 1

. . 1
e Calculons maintenant la hauteur du cylindre : h = — =
TR?2 (0,54)2

= 1,09dm

e Et pour finir, calculons I'aire minimale : A(R; h) = 2nRh + 2nR? = 5,53 dm?

Réponse finale : Pour utiliser un minimum d'aluminium, il faut choisir un cylindre de 0,54 dm de rayon et
d'une hauteur de 1,09 dm. Il convient donc de fabriquer un cylindre dont la hauteur est égale a son
diametre. L'aire minimale de cette boite cylindrique fermée est alors de 5,53 dm?

> Analyse Série 10 & Monographie n°25 de la CRM, p. 136-140 ex 4.39 a2 4.63
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Equation de la droite tangente

Lien entre dérivabilité et continuité d’une
fonction

SRR

E17

Dérivée du produit de deux fonctions

Dérivée de I'inverse d’une fonction
Dérivée du quotient de deux fonctions

374 5]

Y

Sa

Dérivée de la composition de deux fonctions

Dérivée de x a la puissance n
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Dérivée de sinus et cosinus

10
!.-'l_'l:'b'{"-

e

Lien entre extremum et dérivée nulle

Olvsar

Corollaire 1 du TAF

Corollaire 3 du TAF
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