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2ZMAI

Introduction

Trigonométric

Ce chapitre est important pour I'ensemble des 4 années du college mais aussi pour des

applications dans différents domaines.

e En premiere année, vous avez étudié les formules de bases dans le triangle rectangle.

e En deuxieme année, vous reprendrez ce chapitre et étudierez des fonctions
trigonométriques (attention a tous les liens qu'il faudra faire entre les chapitres !).

e Ces fonctions seront ensuite étudiées en 3e et 4°.

Les fonctions trigonométriques sont utiles dans le domaine de la musique et du son en
général. En effet, le son se propage sous forme d'ondes sinusoidales (qui a la forme d'un
sinus). Ces fonctions trigonométriques sont aussi utiles en électricité. Vous retrouverez
aussi les fonctions trigonométriques dans le cours de physique.
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e Les Séries intitulées : « Trigonométrie Série ... » (TS1, etc.)
e Lelivre de la CRM : « Notions élémentaires » (Cours et exercices)

e Le formulaire et table CRM (Pour les épreuves)

e Des feuilles quadrilles (ou cahier)
e Uncompas ]
e Une calculatrice (non PRO)
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2MA Trigonométric

1. Rappel de trigonométrie?

1.1 Quelques définitions de géométrie :

Définition : Un segment de droite est la portion de droite limitée par deux points.
On notera [AB] le segment de droite limitée par les deux points A et B.
lllustration :

[AB] B

é/o

Définition : Une demi-droite est une portion de droite limitée par un point.
On notera [AB) la demi-droite limitée par le point A, passant par le point B.

llustration :
[AB) B
1%/0/

Définition : Les extrémités d’un segment de droite et I'extrémité d’'une demi-droite sont
appelés sommets.

A et B sont les sommets du segment [AB]

A est le sommet de la demi-droite [AB)

Définition : Un angle est une portion de plan limitée par deux demi-droites de méme
sommet. Il se mesure en degré, qui est basé sur une subdivision d’un disque en 360 angles
de méme grandeur.

lllustration :

<« & (G

Définition : Deux triangles sont semblables s’ils ont trois angles respectivement égaux.
(deux angles égaux suffisent)
Les cotés joignant les angles de méme valeur sont dits homologues.

Exemples et contre-exemples :

—\

1 Les illustrations sont tirées du cours de Bernard Gisin
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2MA Trigonométric

Théoreme de Thales :

Si ABC et A'B'C’ sont deux triangles semblables,

opposé

ArBr__ BICr __ ArCr
- - ao

Alors : .
AB BC AC

coté adjacent & o c ¢ C

Rappelons que la somme des angles d’un triangle vaut 180°.
En particulier, dans un triangle rectangle, la somme a + 8 des deux angles aigus vaut 90°.

. . BC  AC BC .
En conséquence, dans un triangle rectangle, les rapports 5’ a5 'ac e dépendent que
de la mesure de I'angle a.
c 6t BC  BICr AC BC
ompléter : — = = e — = — —
P AB AB1 AB1r AB AB1 AC

Cette remarque permet les définitions de la page suivante.

Cadre constant dans ce chapitre :

ABC désigne les sommets d’un triangle rectangle coté
opposé
ada

dc

L’angle de sommet C sera I'angle droit

a désignera la mesure de I'angle de sommet A

p désignera la mesure de I'angle de sommet B

Définition :
Le plus long c6té du triangle rectangle s’appelle :

Les autres co6tés du triangle s’appellent :

Le coté a a est le coté [AC].

Le coté a a est le coté [BC].

Le coté a [ est le coté [AC].

Le coté a [ est le coté [BC].

Les trois cotés sont reliés par la formule : par le théoreme de
Pythagore.

JDM -~ Co”ége Voltaire 4



2MA Trigonométric

1.2 Les définitions de trigonométrie

BC AC

I . BC . ,
Selon le théoreme de Thalés, les rapports 5 ' a5 St ne dépendent que de I'angle a.

. BC longueur du coté opposéaa . .
sin(a) = — = 4 - ppo. On dit : "sinus de alpha"

AB longueur de l"hypothénuse

AC longueur du coté adjacent a o . .

cos(a) == =" - e On dit : "cosinus de alpha"
AB longueur de l"hypothénuse
BC longueur du coté opposéaa .
tan(a) = — = g pp On dit : "tangente de alpha"

AC longueur du coté adjacent a a

Truc mnémotechnigue pour s’en souvenir :

"sin op ﬁy}? SINOPIP

G COSADJIP.
cos adj hyp TANGPAR ¢ BRAVO ! TU
tan op o S

JE
PARLE LA
LANGUE DES

« sinop ip » : sinus = opposé sur ROBOTS !

hypoténuse

« cos adj ip » : cosinus = adjacent sur
hypoténuse

« tang op adj » : tangente = opposé sur

adjacent IL CONNAIT
) LES FORMULES
Y. MAGIQUES !
Autre truc mnémotechnique :
"SOH CAH TOA":
"SOH": Sinus = LO,Sé "CAH" : Cosinus = M "TOA" : Tangente = OLOSé
Hypothénuse Hypothénuse Adjacent
0 A o
S | H C H T | A
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Avant /@vjﬂﬂrz’z‘z’oﬂ de bonnes calculatrices, les éléves et m’em“z/’(z’ ues
en géﬂém/ utilisatent des tables de valeurs. C eyﬁrmuéf sont
/mgmmméey dans vos calculatrices, 7&%1{%’51 donc ne ’ pas oublier

de vous muniv de cet aufz&me’ﬂ’eux en z‘r@oname’frzé /

Remargue concernant la calculatrice : Chaque calculatrice possede
des touches permettant de calculer des approximations numériques
des fonctions Sinus, Cosinus et Tangente.

Trigonométrie
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Liastériaqos tadiqus que le dermice chiffre cat pris par exche.

Attention : Un angle peut étre exprimé autrement qu’en degrés. (C’est ce que nous allons
étudier cette année) Quand vous calculerez le sinus, le cosinus ou la tangente d’un angle en
degrés sur la calculatrice, vous devrez vous assurer d’avoir sélectionné le mode de calcul

d’angles en degrés.

Remarques concernant la calculatrice :

Chaque calculatrice posséde des touches permettant de calculer des approximations
numériques des fonctions sinus, cosinus et tangente. Elles permettent aussi d’effectuer le
calcul inverse, c.-a.-d. de calculer un angle si I'on connait le rapport des longueurs de deux

cotés d’un triangle rectangle.

in(@ = 25 o o = "sint (25) " = aresin (2% ) = Fang 22 B
SIn\«a a Sin arcsin angte oppose a
@ = A€ . __,(BC\, a\_ L
cos(ad) =— = a = "coS i = arccos|— ) =t angle oppose aAC
tan(a) = BC et (B o can (BC
=—q= — "= —
an(a a an C arctan

JDM -~ Co]légc Voltaire

ATTENTION ! LA FONCTION
RECIPROQUE DE COSINUS EST
ARCCOSINUS.- LA NOTATION DE LA
CALCULATRICE N’EST PAS
CORRECTE-

MEME RAISONNEMENT
POUR SINUS ET TANGENTE,
EVIDEMMENT!




2MAI Trigonométrie

Exercice : En raisonnant sur les triangles suivants, déterminer les valeurs exactes de
sin(a), cos(a) et tan(a) pour des angles a de 30°, 45° et 60°.

B
45°
45
c = A
B
60°
30°
A 4 ¢
30°
6 o
D

Exercice : Par une extension naturelle, il est raisonnable de définir les valeurs ci-dessous.
Donnez ces valeurs avec des justifications.

sin(0°) = sin(90°) =
COS(OO) = COS(9OO) =
tan(0°) = Pourquoi tan(90°) n’est-il pas défini ?

FIN

DES RAPPELS

DE PREMIERE
ANNEE !

PLACE AUX
NOUVEAUTES!
ACCROCHEZ-VOUS !
C'EST PARTI !

» Notions élémentaires p. 164 ad 166 ex 1 a 19

JDM -~ Co”égc Voltaire 7



2MA Trigonométric

2. Mesure d’angles
Dans I’Antiquité, pour simplifier les problemes de partage d’angles, on a divisé la
circonférence du cercle en 360 parties égales, appelées degrés. Ce choix se justifiait par le fait
gque 360 a un grand nombre de diviseurs. En effet, 360 est divisible par
2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,18,20,24,30,36,40,45,60,72,90,120 et 180. Ce choix n’est pas
toujours pratique. Une autre fagon de mesurer un angle serait de prendre la longueur de I'arc
correspondant. Toutefois cette longueur dépend du rayon du cercle.

Soit un cercle C de centre 0 et de rayon 0A.

L’angle au centre AOB intercepte I'arc de cercleAB.
Notons : « : la mesure de I'angle AOB (unité : le degré)

et L :lalongueur AB (unité : le centimétre).

Les grandeurs a et L sont proportionnelles ; d’ou :

(1)
a’ _ L

360° 2-m-r

Exercice :
Soit C un cercle de centre O et de rayon r = 12 cm. Un angle a, de sommet O intercepte sur

C un arc AB de longueur L = 3,14 cm.
Déterminer a en degrés. (On accepte I'approximation = = 3,14)

JDM -~ Co“ége Voltaire 8



2MA Trigonométric

Définition :

Un radian est un arc de cercle dont la longueur est égale au rayon du
cercle.

Pour déterminer la valeur en radians correspondant a 360°, il faut déterminer le nombre de
fois qu’un arc de cercle de longueur r peut étre reporté le long d’une circonférence (voir
dessin). Ce nombre n’est pas un entier ni méme un nombre rationnel. Etant donné que la
circonférence du cercle est de 2nr, le nombre de fois que r unités peuvent étre reportées
est 2.

ARan

!/

NN \/

Donc un angle qui vaut 2m radians correspond a 360°, et on écrit : 360° = 2 radians.

a’ 360° 180° 90° 45°
Angle [rad] 21

On obtient alors la relation suivante :

(2)

a°  Lrad]
360° 2m [rad]

Exercice :

Soit C un cercle de centre O et de rayon r = 12 cm. Un angle a, de sommet O intercepte sur
C un arc AB de longueur L = 3,14 cm. Nous avons calculé que a = 15°.

Déterminer a en radians. (On accepte I'approximation & = 3,14)

Pour simplifier cette expression, nous prendrons le radian pour nouvelle unité de mesure
d’angle. Cette unité est définie par :

Un angle dont la mesure est 1 radian est un angle au centre
qui intercepte un radian ;
i.e. :un arc de cercle de longueur égale au rayon du cercle.

La mesure des angles en degrés est utilisée dans la pratique pour la navigation de
surveillance et la conception d’équipements mécaniques.

JDM -~ Co“ége Voltaire 9



2MA Trigonométric

Dans les applications scientifiques qui utilisent le calcul différentiel et intégral, on utilise
généralement le radian.

Conversion : Si «,. est la mesure en radians et a; la mesure en degrés, la transformation
d’unité est donnée par:

(3)

ag _ a;[rad]
360° 2m [rad] L

Exemples : (>

a) Transformer a; = 30° ena, :

b) Transformera, =mena,:

Définition : Le radian est une unité de mesure d’angle :

angle = — radians
r

Remarques :

e D’une maniere générale, on exprime la valeur exacte d’un angle en radians par une
fraction contenant le nombre .

e Sir = 1unité, alors l'angle en radians = L

Ce cours peut
étre revu en

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Trigonométrie plane

Conversion des mesures d’angles

On note respectivement d, 7 et g la mesure d’un angle en degrés, en radians et en grades.

R d _r_ g
Pour un méme angle, ona |— =—=—
- 180 w200

» Trigonométrie Série 1 ex6a 10 & 20 a 22
> Notions élémentaires, p.166 ex 20 et 21

JDM -~ Co“ége Voltaire 10
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3. Cercle trigonométrique

3.1 Coordonnées
Considérons un point P sur le cercle de rayon 1, centré a 'origine.
Notons O le centre du cercle, et I le point de coordonnées (1;0).

Ce point P peut étre déterminé de différentes manieres :
1. Parses coordonnées, que nous noterons : (c; s)
2. Parlagrandeur de I'angle IOP, que nous noterons a en degrés.

3. Par lalongueur x de I'arc de ce cercle intercepté par I'angle IOP.

Onavu que x = l'angle IOP exprimé en radians.

Complétez le tableau suivant :

Trigonométric

a X C S dessin de P
0° 0 1 0 P
30° P
45°
! ¥
2 2
r
2
20°
57,3°
ao
X
Quels liens constatez-vous entre a, x,c et s 7
JDM - Co”égc Voltaire 11



2MA Trigonométric

3.2 Définitions :

Remarquons que I'exercice qui précede montre que pour des angles a entre 0° et 90°, la
premiére coordonnée du point P égale cos(a) et que la deuxiéme coordonnée du point P
égale sin (a).

Avant de passer a la généralisation des définitions des fonctions trigonométriques, les deux
définitions suivantes sont nécessaires.

Définitions :

Le cercle trigonométrique est le cercle de rayon 1, centré a
I'origine.

L’abscisse curviligne x d’un point P sur le cercle trigonométrique
est la distance a parcourir le long du cercle, en partant du point

I = (1;0), pour arriver au point P. Elle est comptée positivement
guand on se déplace dans le sens inverse des aigulles d’une
montre, négativement quand on se déplace dans le sens des
aiguilles d’'une montre.

Elle coincide avec la mesure de I'angle IOP exprimée en radians.

» Trigonométrie Série 2
3.3 Généralisation des définitions des fonctions trigonométriques.

La fonction cosinus est définie par: cos: R - [—1; 1]
cos(x) = la premiére coordonnée du point P d'abscissecurviligne x

e Lafonction sinus est définie par:sin: R - [—1; 1]
sin (x) = la deuxieme coordonnée du point P d'abscissecurviligne x

e Lafonction tangente est définie par:tan: R - R

tan(x) = sin(x) Elle n’est pas définie pour x = =+ k -, o0 k € Z
cos(x) 2
e La fonction cotangente est définie : cot(x) = L= C(_)S(x)
tan(x) sin(x)

Ce coure peut
étre revu en

Truc mnémotechnique : o g'pee 6 ol

s = le singe qui grimpe E F '- d
JOM - CO”égC Voltaire ¢ = le crocodile qui rampe '—m o 12




2MA Trigonométric

3.4 Mesure principale d’un angle

Définition :

L'angle IOP a une infinité de mesures possibles. Si ces mesures sont exprimées en
radians, alors une seule d’entre elles est comprise dans l'intervalle |- 7; ]. Cette mesure
est appelée la mesure principale de I'angle IOP.

Remarque : La mesure principale d’un angle pat est T, par convention. (on avait le choix
entre i et - 1)

Exemples :
4T . .. 21 .
a. Unangle de mesure 5 radian a pour mesure principale —?radlan.

13m . L T ,
b. Un angle de mesure v radian a pour mesure principale - radian.

1 131 |

n
6\ 6

e

\\\_-_:/,/

1 ) I I o | 111

i

i
I\lllllllll

Conclusion : Deux arcs de méme origine ont méme extrémité si la différence de leurs
mesures algébrique est : ......ccocvvervrenenns ,ouk €Z.

JDM -~ Co“égc Voltaire 13



2MA Trigonométric

3.5 Interprétation géométrique

Peut-on établir un lien entre les expressions sinus, cosinus, tangente et cotangente pour un
angle donné ?

On voit sur le croquis ci-dessous qu’il existe trois triangles semblables :

A
AOAM =~ AOIM, ~ AOBM, 7 M;
M;
M
o
: —>
(0] A } I B
En effet, ils possedent tous un angle a et un angle droit.
Appliquons le théoréme de Thales :
o 2A_oM _AM _, cos(@) (L) _ sin@) IM; = Sin(@) _ tan(a)
ol oM IM; 1 oMy IM; COS(C{)
o QA_OM _ AM _ cos(@) _ (_) = @ o, 0p = XD _ ) = cot(a)
OB OM] BM] OB OM] 1 sm(a)
En résumé :
T, f Cot(a) ML/
M 3{/0
Tan(e)
o
>
0 X

» Trigonométrie Série 3ex3 a7

JDM -~ Co“égc Voltaire 14



2MA Trigonométric

4. Symétries

Les quatre quadrants du cercle trigonométrique sont :

A
—

II I

/ .

v L

m _ | ~

Remplissez le tableau suivant en indiquant le signe de cos(x), sin(x) et tan(x) suivant le

quadrant dans lequel se trouve le point P(x) d’abscisse curviligne x :
P(x) € I 11 11 \Y H'_ 1, _{ .‘.
Sin(x) P.F "l a
cos(x) . '-*'
m£2:
Ik &

X 0 /6 /!4 /3 /2

Complétez le tableau suivant en écrivant les valeurs exactes :

o(x) en ®

sin(x)

cos(x)

tan(x)

Quelles égalités constatez-vous dans ce tableau ?

La page suivante permet de répondre a la question suivante : « Comment évaluer les
o . , . . Vs
fonctions trigonométriques en des valeurs non comprises entre 0 et 3 "7

JDM -~ Co“égc Voltaire 15



2MA Trigonométric

. . . . . k
Situation 1 : Intersection avec les axes Situation 2 :%4— Tn, keZ

1
-1 0' _1 OC
3 T 3 5 T
X 0 = /4 — X — — — —
2 2 4 4 4 4

cos(x) cos(x)
sin(x) sin(x)
tan(x) tan(x)
cot(x) cot(x)

JDM -~ Co“ége Voltaire 16
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Trigonométric

SituationS:ég+--- Situation 4 : %—i—k-%,kGZ

1
-1 O’ ] OC
| -
X T 51 | 7m 11w x T 2m 4n ST
6 |6 | 6 | 6 3 3 3

cos(x) cos(x)

sin(x) sin(x)
tan(x) tan(x)
cot(x) cot(x)

JDM -~ Co”‘ege Voltaire 17
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Méthode :

1) Dans quel quadrant est I’angle ?
2) Quel estla valeur de

I’angle de référence ?
3) Quel est le signe de la fonction

trigo dans ce quadrant ? 7

pinkmaths.ch

Amusez-vous avec les maths !

T

a
z
Sinus,
Le sinus est le cosinus et
seul positif tangente sont
Positifs
~
_ o721
La tangente est la Le cosmus'gst
e le seul positif
seule positive

Trigonométrie

Exemple :

\ cos (%)
\ in (2)

s 3
3

\ sin( ) =

\_

! cos( )=+
| tan( ) =

JDM -~ Co”égc Voltaire
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2MA Trigonométric

Résumé :

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Valeurs exactes des fonctions trigonométriques d’arcs particuliers

@ cos(a) | sin(e) | tan(a)
Loe forrnules ont )p\ug
: 0 1 : : Jitee utlieees lorequonee
connait par coeur
300 | T~ V3 1 V3 pinkmthe o}
6 5 5 ‘
| T 2|2,
1 B) 5
™ 1 \/3
60° | — 1 3 :
L= > | V3
™
90° | T ) )
2

JDM -~ Co”égc Voltaire



2MA Trigonométric

Exercice : En dessinant et raisonnant sur des cercles trigonométriques, complétez les
égalités suivantes avec cos(x), sin(x) ou leur opposé.

1 1
_l k l!' _
-1

—_

—_

/ /
—_ 0‘ —h = Q‘ —_

cos(x + 275) = sin(x + 2m) =
cos(x —2m) = sin(x — 2mw) =
cos(—x) = sin(—x) =
cos(x+m) = sin(x + ) =
cos(x—m) = sin(x —m) =
cos(m—x) = sin(m —x) =
cos(x + m/2) = sin(x + m/2) =
cos(x — m/2) = sin(x — m/2) =
cos(m/2 —x) = sin(m/2 — x) =

Exercice : Complétez en écrivant a droite des égalités suivantes des expressions avec tan(x),
son opposé, son inverse (cot(x)) ou I'opposé de son inverse.

tan(x +2m) = tan(x — 2m) =
tan(x + ) = tan(x —m) =
tan(—x) = tan(mt —x) =
tan(x + n/2) = tan(x — /2) =
tan(n/2 — x) =

JDM -~ Co“égc Voltaire 20
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Propriétés de trigonométrie :

1)

2)

3)

4)

a+p =
Car:

Par symétrie sur le triangle rectangle on voit que :

sin(B) = sin (g — a) = cos( ) =

cos(B) = cos G — a) =sin( )=

__sin(a)
tan(a) = 20s(@)
Car:
(sin(a))? + (cos(a))? =

On écrit aussi plus simplement :
sin?(a) + cos?(a) =

Trigonométric

coté
opposé
aao

. -C
coté adjacent a o

Ceci est une conséquence directe du théoreme de Pythagore. Justifions :

C’est une formule trés importante que vous devez connaitre absolument !!!

5) Puisque dans un triangle rectangle, le sinus et le cosinus d’un angle sont positifs, on

déduit de cette formule que :

sin(a) =+

JDM -~ Co“égc Voltaire

et cos(a) =+
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2MA Trigonométric

Image de la somme de deux angles A

PP N —~_ B
Théoréme : Regles de la somme de deux angles : ~~y

e sin(a + B) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B)

e cos(a+ B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)
__ tan(a)+tan (B) ‘
¢ tan(a + ﬁ) - 1—-tan(a) tan(B) L S :
Coep
Preuves : B
a iL .
(0} E F G

e Construisons nos deux angles « et § adjacents.
e Soient A et B les points d’abscisses curvilignes correspondants.
e Construisons D sur [0A] tel que [BD] soit perpendiculaire a [0A].

e Soient E, F et G les projections orthogonales des points B, D et A sur I'axe
horizontal.

e Construisons C sur [EB] ayant la méme ordonnée que D.

On a: les triangles OGA, OFD et BCD sont semblables, ayant tous un angle droit et un angle
a.

1. Calcul de BE =sin(a + A). Astuce: BE=BC+CE=BC +FD.
A l'aide du théoréme de Thalés, on obtient les rapports suivants :

BC_BD _(CD| - BC _sin(B)

— BC =cos(a)sin(3).

0G OA |GA cos(a) 1
. 2:2: 2 = ,FD _cos(p) — FD =sin(a)cos(5).
GA OA |0G sin(a) 1
Ainsi, en additionnant les 2 segments : sin(e + f) = cos(a)sin(g) + sin(a ) cos(8).
2. Calculdeﬁ:cos(a+ﬁ). Astuce : &:E-ﬁ:@-ﬁ.
A l'aide du théoréme de Thalés, on obtient les rapports suivants :
. E:O—_D: 2 OF =C05(ﬁ) = OF =cos(a)cos( )
0OG OA [(GA cos(a) 1
. 2:2: B—_CJ = CD __ sinif) = CD =sin(a)sin(p).
GA OA | 0G sin(a) 1
Ainsi, en soustrayant les 2 segments : cos(a + B)=cos(a)cos(8)—sin(a)sin(5).

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Fonctions trigonométriques d’une somme et d’une différence d’arcs

cos(av + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(p) cos(av — f3) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(3)

sin(a + ) = sin(a) cos(f) + cos(a) sin(S3) sin(a — ) = sin(«) cos(f) — cos(a) sin(3)
tan(a) + tan(p) tan(a) — tan(s3)

tan(a + ) = 1 — tan(«) tan(3) tan(a — §) = 1+ tan(«) tan(3)
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Image de la différence de deux angles

Théoreme : Regles de la différence de deux angles :

e sin(a — B) = sin(a) cos(f) — cos(a) sin(B)
e cos(a—B) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B)

_ g) = an@-tan(p)
e tan(a ﬁ)_1+tan(a)tan(ﬁ)

Preuve : || suffit de substituer § par - 8 dans les formules de la somme, et relatives aux
angles opposés.

D’autres formules que I'on peut trouver dans la table CRM :

Fonctions trigonométriques du double et du triple d’un arc

cos(2a) = cos?(a) — sin(a) = 1 — 2sin?(a) = 2cos?(a) — 1

sin(2a) = 2sin(«) cos(w)

‘ 2 tan(«)
tan(20) = 5 S

cos(3a) = cos(a)(1 — 4sin®*(a)) = cos(a) (4 cos?(a) — 3)

sin(3a) = sin(a) (4 cos?(or) — 1) = sin(a) (3 — 4sin*(«v))
tan(c) (3 — tan?(a))
1 — 3tan?(a)

tan(3a) =

Preuve pour I’angle double : Il suffit de substituer 8 par « dans les formules de la somme.

Preuve de I’angle triple : Il suffit de substituer 5 par 2a dans les formules de la somme et
d’utiliser le théoreme de Pythagore pour les fonctions trigopnométriques :

sin?(a) + cos?(a) = 1,Vae € R

» Trigonométrie Série 3 exercices 17 a 19
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5. Equations trigonométriques

Trigonométric

fonctions trigonométriques vues dans les paragraphes précédents.

Définition : Une équation trigonométrique est une équation contenant I'une au moins des

Voici trois exemples d’équations trigonométriques.
Equation n°1 : cos(x) = cos(y)

Cette équation lie les deux variables x et y.
A 'aide du croquis, déterminons les deux liens distincts entre x et y :

Premierlien: x=y

Deuxieme lien : x = —y

X1 =y+2kn,k€”?
X, =—y+2kn,k €7

Ensemble de solutions : {

Exercice : Résoudre : cos(x) = cos (g)

Equation n°2 : sin(x) = sin(y)

Cette équation lie les deux variables x et y.
A I'aide d’un croquis, déterminons les deux liens distincts entre x et y.

Premierlien:x =y

Deuxieme lien:x =m —y

Xy =y+2kn,k€”7
X, =n—y+2knke€’Z

Ensemble des solutions : {

. . . V2
Exercice : Résoudre : sin(x) = -

JDM -~ Co“égc Voltaire
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Fquation n°3 : tan(x) = tan(y) A
Cette équation lie les deux variables x et y.

A I'aide du croquis, déterminer deux liens distincts entre x et y

Premierlien:x =y

Deuxiemelien:x =m +y

Ensemble des solutions : x =y + kmr,k € 7

Exercice : Résoudre : tan(x) = 1

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Equations trigonométriques simples

{I = arccos(a) + k - 27 ou
cos(z) =a &

x = —arccos(a) + k - 27

. x = arcsin(a) + k - 27 ou
sin(z) =a <

x =7 — arcsin(a) + k - 27

tan(z) = a < x =arctan(a) + k-

» Notions élémentaires, p.169 ex 38 & p.158-161
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6. Triangles quelconques

Les formules de trigonométrie étudiées jusqu’a présent ne sont valables que pour des
triangles rectangles. Elles ne sont pas valables dans des triangles quelconques.

Le but des théoremes suivants est de permettre de calculer des grandeurs
manquantes d’un triangle quelconque.

Dans ce paragraphe, nous utiliserons des angles en degrés.

6.1 Théoreme du sinus

Considérons un triangle rectangle ABC quelconque :
Cherchons une relation qui relie les longueurs a et ¢ aux deux angles a ety :

1) Exprimez h en fonction de c et du sinus de a :

2) Exprimer h en fonction de a et du sinus de y :

3) En éliminant I'inconnue h des
deux égalités précédentes,
vous obtenez une relation entre a,c,x et y.:

4) Ecrivez cette relation en mettant
a et a d’un cOté de I'égalité
et c et y de l'autre cOté.

5) Trouvez une relation correspondante
entrea,a,betf:

6) Les deux relations s’appellent « le théoreme du sinus ».

Remarquez qu’il est insuffisant de connaitre le sinus s d’'un angle a d’un triangle, pour en
déterminer 'angle a. Il reste deux possibilités :
soit @ = arcsin(s), soit @ = 180° — arcsin(s).
En ¢étudiants les c6tés du triangle on peut conclure.
Si @’ <b*+ %, alors o < 90° (o e 1" quadrant ), donc « = arcsin(s).
Si a*>b*+ %, alors o >90° (o e 2™ quadrant ), donc a = 180° — arcsin(s).
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6.2 Théoreme du cosinus

Considérons un triangle ABC quelconque.
Notons : x = AH,y = HC, les autres longueurs sont assez
explicites.

Cherchons une relation qui relie les longueurs a, b et ¢ des
trois cOtés a I'angle y.

1) A l'aide du théoréme de Pythagore,
exprimez c2 en fonction de x2 et 4°.

2) A l’aide du théoréme de Pythagore,
exprimez /> en fonction de a? et yZ.

3) Substituez la valeur de Vi
dans I'expression obtenue en 1) .

4) Utilisez une identité remarquable,
pour factoriser x2 — y?

de I’expression précédente.

5) Utilisez b = x + y pour éliminer x
de I’expression obtenue précédemment.

6) Développez I’'expression.

7) Exprimez y en fonction de a et de cos(y)
et remplacez-le dans I’'expression.

8) Vous avez exprimé c? en fonction de a?, b? et cos(y).
Cette relation s’appelle « le théoréme du cosinus ».

Trigonométric

On aaussi:

b=x+y

| a’ = b%* + ¢? — 2bc - cos(a) et b? = a* + ¢® — 2ac - cos(B)

e Lethéoreme généralise celui de Pythagore. Siy =90°:cos(90°) =0

donc c? = a? + b?

e Siy =0°, larelation obtenue exprime simplement quec = |b — a| : cos(0°) = 1

donc c? = a? + b? — 2ab = (a — b)?

e Siy = 180° larelation obtenue exprime simplement la relation:c = b + a,

cos(y) = —1donc, ¢? = a? + b%? + 2ab = (a + b)*?

JDM -~ Co“ége Voltaire
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Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Triangle quelconque

A

c B

Théoréme du cosinus

a? = b? + 2 — 2bccos(a)
b? = a® +  — 2accos(f)

c? = a® + b? — 2abcos(y)

Théoréme du sinus

a b c

sin(a)  sin(8)  sin(y)

» Notions élémentaires exercices 45 a 49, p. 170-171
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7. Fonctions trigonométriques

7.1 Les fonctions sinus et cosinus

Avec différentes images pour la fonction cosinus, on peut établir une représentation
graphique.

NS

cos(x)

—'Zn —?\(1/2 '—n

Fonction cosinus

Que peut-on observer ?
Que se passe-t-il si on modifie un peu cette fonction ?

Exemples : f;(x) = cos(2x), f,(x) = cos (x + g), fz(x) = 3 cos(x)
ou encore f;(x) = cos(x) + 2

2 https://www.geogebra.org/m/wRtHvYau#material/AHmMd92wz
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Quels roles pour les constantes a, b, ¢ dans f(x) = a - cos(bx) + ¢ par rapport a cos(x) ?
Etudions maintenant la fonction sinus :

Avec différentes images pour la fonction sinus, on peut établir une représentation
graphique.

sin(x)

2n

3r/2

J R Y n -2 0 n/2 " 3n/2 fom 5m/2

Fonction sinus

Que peut-on observer ?

Que se passe-t-il si on modifie un peu cette fonction ?

Exemples : f;(x) = sin(2x), f,(x) = sin (x + g), f3(x) = 3 -sin(x)
ou encore f,(x) = sin (x) + 2
Quels roles pour les constantes a, b, ¢ dans f(x) = a - sin(bx) + c par rapport a sin(x) ?

3 https://www.geogebra.org/m/wRtHvYau#material/C4AADwDrH
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7.2 Généralisation

Théorémes sur les amplitudes, les périodes et les déphasages :
Sif(x) =a-cos(bx +c)ou f(x) =a-sin(bx + c¢), poura,b,c € R*

Alors :

e L’amplitude est |a|
2_7'L'
Ib|

, c
e Le déphasage est -

e La période est

Remarque : On obtient un intervalle contenant exactement une période en résolvant les
deux équations suivantes :
bx+c=0 et bx+c=2nm

Exemple 1 : Trouver 'amplitude, la période et le déphasage de la fonction
f(x) = 3sin (Zx + E)
2

e L'amplitude: |3| =3

2

e Lapériode: o=

T

e Le déphasage: —%

e . 3
En utilisant la remarque, on voit : 2x +§ =0 et 2x +§ = 2m donnent x = —%et x = Tﬂ

, epe 3T T
On vérifie : — — (— —) =T
4 4

Représentation graphique :
AY

y =3 sin (2,\' + ;)
3 2
37

™
4 4

— I\ I
_3::\/

V

Y

N
3
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Exemple 2 : Trouver 'amplitude, la période et le déphasage et représenter graphiquement
f(x) = 2cos (3x — m) etindiquer ces valeurs ur le graphique.

e L'amplitude :

e Lapériode:

e Le déphasage:

Représentation graphique :

—— 1+ >
s T x
T/ 3

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Périodicité des fonctions trigonométriques

cos(av + 27) = cos(av) | sin(a + 27) = sin(ev) | tan(a + 7) = tan(«)

» Trigonométrie Série 4
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7.3 La fonction tangente :

Voila la représentation graphique de la fonction t(x) = tan(x)

Théoréme :
Sif(x) =a-tan(bx +c),poura,b e R"

Alors

e Lapériode est: %
e Le déphasageest: —%

Les asymptotes verticales successives pour le graphique se déterminent en
et bx+c= g

résolvant les équations suivantes : bx + ¢ = -3

Exemple: f(x) = %tan (x + E)

33
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