2MA 1 POLYNBOMES

(a+ b)? =a?+ 2ab + b?
(a—b)? = a? — 2ab + b?
(a+ b)(a—>b) =a?—b?
(x+a)x+b)=x%>+(a+b)x+ab

a? + b? n’est pas factorisable dans R

NOTEZ VOS QUESTIONS ET FORMULES A NE PAS OUBLIER DANS LES CASES DE
CETTE PAGE.

ALGEBRE

LES DOCUMENTS ANNOTES SERONT SUR CLASSROOM.
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2Mal Algébre

O. MATERIEL :

LES ROMAINS NE

TROUVAIENT PAS

. ' L/ALGEBRE TRES
Ce polycopié PASSIONNANTE PARCE
Les séries « Algébre Série ... » (PS1, PS2, etc.) S A

. TOUJOURS 10.
Une calculatrice

Une table CRM (pour les épreuves)
Notions élémentaires (pour le cours et exercices)
Feuilles quadrillées ou cahier (pour les exercices)

O O O O O O

1. INTRODUCTION' :

Le mot algébre vient du mot ilm al-jabr w’al muqabala, titre d’un livre écrit au IXe siecle par
le mathématicien arable Al-Khwarismi. On a traduit ce titre comme la science de la restitution
et de la réduction, ce qui signifie la transposition et la combinaison de termes semblables
(d’une équation). L’expression al-jabr a conduit au nom de la branche des mathématiques que
nous appelons algébre.

En algébre, nous utilisons des symboles ou lettres — tels que a, b, c,d, x,y - pour désigner des
nombres arbitraires. Cette caractéristique générale de ['algébre est illustrée par de
nombreuses formules employées dans les disciplines scientifiques et techniques. A mesure que
vous progresserez dans ce polycopié et que vous suivrez des cours plus avancés en
mathématiques ou que vous vous dirigerez vers des domaines qui les emploient, vous vous
rendrez compte de I'importance et de la puissance de I’algébre.

ALGEBRE n. f. Carabe al gabr « la réduction », d’abord « calcul avec
les chiffres arabes, aritimétique »)> 1 Ensemble d’opéra-
tions, de résolutions d’équations avec substitution
de lettres aux valeurs numériques et de la formule
générale au calcul numérique particulier ; par ext.
étude des structures abstraites définies sur des
ensembles et des lois de composition. « L'algébre
est une langue bien faite et c’est la seule » (Condil-
lac). - Algebre de Boole, application de I'algébre aux
relations logiques. ¢ Ouvrage traitant de cette
science. 2 Chose difficile & comprendre, domaine
inaccessible a l'esprit. C’est de lalgébre pour moi. =
chinois, hébreu.

Le Robert pour tous, 1994

1 Algébre de E.W. Swokowski et J.A. Cole
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2Mal Algébre

2. MOTIVATION : POURQUOI ETUDIER LES POLYNOMES ?

Evaluer un polyndme en un point est simple, puisqu'il ne faut faire que des additions et
multiplications. Ce sont des fonctions qui ne sont ni trop simples ni trop compliquées a
étudier. Les polyndmes interviennent naturellement dans de nombreux problemes. De plus,
on montre que toute fonction "continue" peut étre approchée par un polynéme.

Exemple : p(x) = 2x2 + 3x aévaluerend:p(4) =2-42+3-4 =44

3. UN PEU D'HISTOIRE?

L'algebre est un héritage culturel de I'Antiquité grecque et orientale. Le célebre ouvrage Al-
jabr w'al mugdbala a été écrit vers 830 par Mohammed ben Musa Al-Khwarismi3.

Il commence par la solution de I'équation quadratique suivante :
x?+10x = 39

Une équation de ce type contient I'inconnue x, appelée par les arabes dshidr (racine), mot
qui signifiait originellement le c6té du carré d'aire donnée.

')7 R A--:*-Jﬂ w),'”béa—dub‘f) J
[ = [ M)ﬁs‘&»u},}:"’dt
s ; s Qo)) ve Ui LUl
| P J-q«-&,:,-wz ;

Manuscrit de 1342 Dessin moderne

Solution :

Al-Khwarismi dessine un carré de c6té x pour représenter x? et deux rectangles de coté 5
pour les 10x. L'équation qui nous intresse ici montre que |'aire hachurée de la figure ci-
dessus est 39; par conséquent, 'aire du carré entier est 39 + 25 = 64 = 82, donc5+x = 8
etx = 3.

2 L'analyse au fil de I'histoire, E. Hairer et G. Wanner, Université de Genéve
3 Les mots "algébre" et "algorithme" dérivent de Al-jabr et Al-Khwarismi.
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2Mal Algébre

Une deuxieme équation considérée par Al-Khwarismi :
x?+21=10x
Solution :

Dessiner un carré x2, auquel on adjoint un rectangle de largeur x et d'aire 21 (voir figure ci-
dessous)

M—/a‘_/'p.r .w;ej)]l@»e'b ).)\,

E 2 W Lapiolm, T

J‘w/’/l“’dr‘{»\swh s gt
r [ r leaidib  xs ._ " .I A x?
) e ._b ‘ J = ,_1'1,‘__13 ’\de’ = “,:"i;' = 10 —

—

Manuscrit de 1342 Dessin moderne

Par la figure ci-dessus, la figure totale est de longueur 10.

Elle est coupée en son milieu et le petit rectangle (A), compris entre x2 et la bissectrice, est
tourné et placé en haut a gauche (B). Cela donne une figure de hauteur 5.

L'aire en gris clair est donc 21 et il manque 4 = 22 pour compléter le carré 52 = 25.

Nous avonsdoncx =5—2 = 3.

Avec une figure similaire, Al-Khwarismi trouve aussi la deuxiéme solution x = 7.

TOUT EST
POSSIBLE DU
MOMENT
QU'ON EN A
ETUDIE EN
CLASSE !

MADAME 7
EST-CE QUIL Y
AURA DES
EXERCICES COMME
CA A L'EPREUVE? /|

JDM - Collége Voltaire 4



2Mal Algébre

Passons ensuite a la recherche de solution pour une équation de degré trois :

Nicolo Tartaglia (1499-1557) et Scipione dal Ferro (1465-1526) trouvent la méthode de
résolution ; ils la gardent secrete dans le but de gagner des concours. Sous pression et attiré
par de fausses promesses, Tartaglia la cede a Jérome Cardan (1501-1576) camouflé dans des
vers et sans démonstration. Cardan reconstruit la démarche avec beaucoup de peine et la
publie en 1545.

Démarche de résolution pour I'équation : x3 + 6x = 20

Nous représentons x> par un cube de c6té x (par quoi sinon ?)
de couleur grise dans la figure ci-contre; puis le terme 6x est
introduit, sous la forme de trois parallélépipedes rectangles de
volume x?v et de trois autres de volume xv? (blancs dans la
figure ci-contre). Cela donne un corps de volume 20 qui n'est
autre qu'un cube u3 dont on a retranché un petit cube v3,
c'est-a-dire:u —v3 =20o00u=x+v.

Si I'on dispose les six parallélépipedes complémentaires comme
sur la figure ci-contre, on voit que leur volume est 6x (valeur
désirée) si

3uvx = 6x ouuv = 2
Nous connaissons alors la somme (=20) et le produit (= —8) de

u3 et —v3 et, 3 l'aide du puzzle d'Al-Khwarismi, nous pouvons
reconstruire les grandeurs :

u® =10++108 —v3=10-+108

et, par x = u — v, nous avons finalement

3 3
x = \/V108 + 10 — \/V108 —10

Quelques années plus tard, une méthode permettant de résoudre les équations de degré
guatre est trouvée (Ludovico Ferrari); I'équation de degré cinqg demeure encore un mystere
pendant des siecles jusqu'a la preuve de lI'impossibilité de sa solution par radicaux, donnée
par Abel en 1826.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons voir quelques techniques pour déterminer les

solutions entiéres et fractionnaires des équations de degré n. Avant cela, il nous faut faire
guelques rappels sur les polynémes.
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4. RAPPEL SUR LES POLYNOMES
En premiere année, nous étudions des polyndmes de degré 1 ou deux.

Exemples : p(x) = 2x — 1oup(x) = 3x% +4x + 5

C'EST DU SECOND DEGRE!

EST-CE QUE TU CONNAIS LA
BLAGUE SUR X CARRE 7

Il nous faut revoir du vocabulaire pour généraliser I'étude de polynémes.

Définition : On appelle polynéme a coefficients réels une fonction P: R — R définie par :

P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ ap_x™ 2 4+ -+ ayx? + a;x + ag

olay,, ay_1,0an_2, -, 0z, a1et ag sont des nombres réels et a, # 0.

Exemple: P(x) =3x*+5x—2 a,= as = a, = a, = ap, =

Définition : L'entier n est appelé le degré du polynéme : n = 0.

La seule exception est le polynéme nul : P(x) = 0, deg(P) = —0

Exemple : P(x) = 5x® — 3x* + 2x  deg(P) =

e lesnombres a,, a,_1,ay_2, ---,a3, a1et ag sont appelés les coefficients du polyndme.

® g est appelé le terme constant. C'est la valeur que prend le polyn6me quand on I'évalue
en zéro. P(0) = a,

* a, est appelé le coefficient dominant. C'est le coefficient qui multiplie la plus grande
puissance de x.

JDM - Collége Voltaire 6



2Mal Algébre

e Question : pourquoi précise-t-ona, # 0°?

e Question : que se passe-il si tous les coefficients sont nuls ?

Exemple 1 : Voici un polynd6me de degré 4 :
P(x) = 17x* — 24x3 + 14x? + 13x — 36
ona:ay =17,a;3 = —24;a, = 14,a, = 13 et ay = —36

Le terme constant égale —36 et le coefficient dominant égale 17.

Exemple 2 : Donner un polynéme de degré 3 :

P(x) =

Ses coefficients sont : a; = a, = a, = a, =
Le terme constant vaut :

Le coefficient dominant vaut :

Si on remplace x par une autre lettre, toutes les occurences de x sont remplacées par cette
autre lettre :

P(t) = P(©) =

P(y) = P(3) =

Ici, on sous-entend que t,y et © sont des nombres, méme si on ne connait pas leur valeur.

JDM - Collége Voltaire 7
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5. OPERATIONS SUR LES POLYNOMES

ALGEBRE

Puisque les polyndmes sont des fonctions réelles, on peut additionner, soustraire, multiplier,

diviser et composer des polynédmes entre eux*.

Prenons deux polyndmes : A(x) = 3x% — 8x + 4 et B(x) = 5x% — 6x% + 3x — 2

Définition de la somme® de deux polynémes :
(A+B)(x) = A(x) + B(x)
Calculons avec I'exemple : (A + B)(x) =

On obtient un nouveau polynéme A + B dont le degré est :

deg(A+ B) =

Définition de la différence de deux polynémes :
(A—-B)(x) = A(x) — B(x)

Exemple: (A — B)(x) =

On obtient un nouveau polynéme A — B, dont le degré est :

deg(A—B) =

Définition du produit d’un polynéme avec un nombre réel A :
1-A)(x)=21-Ax)

Exemples: —3-A(x) =
, BOO =

On obtient de nouveaux polyndmes, dont les degrés sont :
degré(—34) = et degré GB) =

Définition du produit de deux polynémes :
(A-B)(x) = A(x) - B(x)

Exemple: (A B)(x) =

On obtient un nouveau polynéme A - B, dont le degré est :

deg(AB) =

4 Voir Brochure du Collége Voltaire sur le calcul littéral, §1
> Voir Brochure du Collége Voltaire, §3.
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2MA1 ALGEBRE

Cas général :

Soient deux polynémes A et B respectivement de degré m et n, définis par :
AX) = apx™ + o x™ @ x™ 2+t apx? + agx + ag,ay # 0
B(x) = bpyx™ + by_1x™ 1 + -+ byx% + byx + by, by, # 0

La somme, la différence et le produit de polyndmes sont encore des polynémes. Sans effectuer les
calculs, on peut connaitre a I'avance le degré de ces derniers :

e degré(A + B) < max(m;n); ily a toujours égalité, saufsim =n eta, + b, =0
e degré(A — B) < max (m;n), ily atoujours égalité, saufsim =neta, —b, =0
o degré(k-A) = m,ou keR" est une constante non nulle

o degré(A-B)=m+n

Exemples :
1) A(x) =5x? —2xetB(x) = —5x% + 3

deg(A+ B) =

2) A(x) =2x>—3x*—2 etB(x) =3x*-3

deg(A—B) =
deg(A-B) =
deg(—2-4) =

3) A(x) =9x7 —3x*+2x? etB(x) =0

deg(A-B) =
4) A(x) = B(x) =
deg(A+B) =4
deg(A—B) =3
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6. RAPPEL DE VOCABULAIRE : RACINES D'UN POLYNOME

ALGEBRE

Définitions :

e Un nombre x, tel que P(x,) = 0 s'appelle une racine ou un zéro du polynéme.

e L'ensemble des zéros d'un polynéme est noté Zéros(P) ou Zp.

Remarque :
Sile polynéme est représenté par la lettre @, on notera Z,,

I'ensemble de ses zéros.

Exemple :

2 est une racine de P(x) = x? — 4 mais 3 n’en est pas une, car :

e P(2)=
° P(3) =
Question :

Est-ce que —2 est une racine de
P(x) =2x*>—-87?

Que peut-on trouver dans la table CRM ?
Polynoéme de degré n

Px)=cpz" +cp1z" 1+ .. textcy (cn #0)

Les zéros du polynéme P sont les solutions de 1’équation P(z) =0

(NE PAS CONFONDRE---

LA RACINE D'UN ARBRE,

LA RACINE D'UN NOMBRE
ET LA RACINE D/UN POLYNOME
NE SONT PAS A CONFONDRE !

r" /

¥

\,v;, ‘ LA RACINE

LGN ) pun poLyNome,
C'EST COMME LE ZERO

D/UNE FONCTION =

LORS@U’ON REMPLACE X
PAR CE NOMBRE, LE
N POLYNOME DONNE
! ZERO-

LA RACINE D'UN NOMBRE REEL EST TOUJOURS

POSITIVE MAIS LA RACINE D'UN POLYNOME PEUT ETRE
NEGATIVE!

Pour les polynémes de degré supérieur a 2, les zéros sont généralement estimés par des méthodes

numeériques (voir page 97).

Plusieurs cas particuliers de polyndmes ont déja été étudiés en premiere année et méme au

cycle.

Les polyndmes de degré 1 :

Les polynémes de degré 1 sont les applications affines P(x) = ax + b,a # 0.
L'équation P(x) = 0 s'écrit ax + b = 0 et admet une unique solution qui est x = —b/a.

. R . b
L'ensemble des zéros de ce polyndme ne contient qu'un seul nombre : Zp = {— —}

a

7 =

Exemple : P(x) = 2x + 4 P

JDM — Collége Voltaire
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2MA1 ALGEBRE

Les polyndmes de degrés plus petits que 1 :

Les polynémes de degré <1 sont les polynémes de degré 0 ou —oo. Ce sont des fonctions
constantes.

Les polyndmes de degré 0 sont de la forme P(x) = a,a # 0. lls ne s'annulent jamais,
Zéros(P) =0

Exemple : P(x) = 3 est de degré zéro.

Le polynéme de degré —oo est de la forme P(x) = 0,Vx € R.
Puisqu'il est toujours nul : Zéros(P) = R

Les polyndmes de degré plus grand que 1 :

Les polyndmes de degré 3 et 4 ont été vus plusieurs fois lors d'exercices de factorisation. Ces
factorisations permettaient de déterminer les zéros de ces polyn6mes. Dans la suite, on
s'intéressera particulierement a la factorisation de polyn6mes et a la recherche de leurs

zéros.

Exemples :
a) P(x) = (x—3)*estdedegré.......... etZp =
b) Q(x) = 2x(x — 1) est de degré ......ccccoeuuue... EtZ, =
c) R(x) =x*—1estdedegré........... EtZp =

CA VEUT DIRE QUE
_ JEVAIS DEVOIR
REVISER LES IDENTITES
REMARQUABLES?!

» Polynémes Série 1
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2MA1 ALGEBRE

Que peut-on trouver dans la table CRM ? (a vous de chercher la page...)

Polynémes

Polynome du deuxiéme degré a coefficients réels

P(z)=az? +bz+c (a#0)

Les zéros du polynéme P sont les solutions de I'équation du deuziéme degré P(z) =0

Zéros et factorisation

L’expression est le discriminant de P.

Si A >0, lepolynome P admet deux zéros réels

—b — /b? — 4ac —b+ /b2 — 4dac
ry = 9 =
2a 2a

et on a l'identité

a:v2+bz+c=a(z‘—zl)(m—z‘2) |

Si A=0, lepolynome P admet un seul zéro réel
—b

2a

ry = T9 =

et on a l'identité

az? + bz + ¢ = a(zr — 21)? |

Si A <0, lepolynéme P n’admet pas de zéro réel et n’est pas décomposable en un produit de
polynémes du premier degré a coefficients réels.

—b+iV/-A

P admet cependant deux zéros complexes conjugués x o = 5
a

Relations de Viéte

Q

$1+I2=—— r1ry9 = —
a

Q

Polynéme de degré n

P(z) = cpt™ + cpo12™ 14 ...+ izt (ca #0)

Les zéros du polynéme P sont les solutions de 1’équation P(z) =0
Pour les polynémes de degré supérieur a 2, les zéros sont généralement estimés par des méthodes
numériques (voir page 97).

JDM - Collége Voltaire
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2MA1 ALGEBRE

7. DIVISIONS EUCLIDIENNES DE POLYNOMES®

Nous allons voir qu'un polyndme peut étre divisé par un autre, de fagon similaire a la
division d'un nombre entier par un autre.

Rappel : Divisons 483 par 5, avec un reste et un dividende entier.

Suite a cette division, on peut en conclure que : 483 = 5 - +

Vocabulaire -
P = 483 est le dividende, D = 5 est le diviseur, Q = 96 est le quotient et R = 3 est le reste.

Propriété importante : P=D-Q+RavecO<R<D

Imitons ce procédé de division pour des polynémes :
Divisons P(x) = 5x2 — 7x + 4 parD(x) = x — 2

Suite a cette division, on peut en conclure que :
5x2—7x+4=(x—-2)G5x+3)+10

P(x) = 5x? — 7x + 4 est le dividende,

D(x) = x — 2 est le diviseur,

Q(x) = 5x + 3 est le quotient

et R(x) = 10 est le reste

® Voir aussi Notions élémentaires p.72
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Prenons un autre exemple :

Diviser le polynéme A(x) = x3 — 3x2 + 2x + 7 par le polynébme B(x) = x2 —x + 3

= 3xT + 2x o+ 7 XX — x + 3

Suite a cette division, on peut en conclure que :

x3—3x2+2x+7=((x*—x+3)( )+

De fagon générale :

Soient P et D deux polynémes, avec degré(P) = degré(D),

Alors, il existe deux uniques polyndmes Q et R avec degré(R) < degré(D)
tels que :

P(x) = D(x) - Q(x) + R(x)

Les polynémes Q et R s'obtiennent par division polyndmiale.

Définition : Si le reste R de la division de P par D est nul, c'est-a-dire si R(x) = 0, alors on dit que
le polyndme P est divisible par le polynéme D. Dans ce cas,ona: P(x) = D(x) - Q(x)

En résumé nous avons :

P(x)| D(x)

ou P(x)=D(x)- O(x) + R(x) et degré(R) < degre(D)
R(x)| O(x)

Le polynome P est divisible par le polynome D silereste R estnul. c.-a-d. si R(x) = 0.

JDM — Collége Voltaire 14



2MA1 ALGEBRE

Exercice :

Est-ce que le polyndme P(x) = x* + 4x3 + 6x2 + 4x + 1 est divisiblepar D(x) = x + 1?

» Polynémes Série 2 Exercice 1
» Notions élémentaires p.82 exercice 21
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2MA1 ALGEBRE

Théoréme : Soit P un polyndme et soita € R

P(x) est divisible par (x —a) © P(a) =0

Dans ce cas, on dit que a est une racine du polynéme P

Preuve’:

=

Si P(x) est divisible par (x — a), cela signifie que le reste est nul,
et donc que :

P(x) = (x —a)Q(x)
DoncP(a) =(a—a)-Q(a) =0-Q(a) =0.
Ceci montre une partie du théoréeme.

—
SiP(a) = 0.
Divisions P(x) par (x — a) :
P(x) =(x—a) Q(x)+ R(x) avecdeg(R) <deg(x —a)=1
Donc le polynéme R est un polynéme constant.
R(x) = k = constante

DoncP(x) =(x—a)-Q(x) +k
En évaluant les polynémes en a, on trouve que :
P(a) = (a —a) - Q(a) + k et P est bien divisible par (x — a)

Attention: P(x) et (x — a) représentent deux polynémes, a et P(a) représentent deux
nombres !

C'EST AINSI QUE
L, . . . ~ NOUS ALLONS
Conséquece : Si I'on connait une racine a du polynébme P, i A
DEGRES PLUS

alors on peut le factoriser en effectuant la division : RANDS GUE 2.
P(x) =(x—a)-Q(x),oudegré(Q) = degré(P) — 1

Exercice:
Factoriser le polyndme P(x) = x3 — 7x + 6 en observant que P(1) = 0

» Polynémes Série 2
» Notions élémentaires p.80-83 exercices4a7 & 9-10& 12a 20 & 22 a 30

’ de Bernard Gisin, Collége Claparéde
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8. SCHEMA DE HORNER?®

Pour diviser un polynéme p(x) par le bindbme x — a, il suffit d’appliquer le schéma de
Horner.

Commencgons par effectuer la division de P(x) = x* — 3x3 + 2x?2 —x + 2 parx — 3 :

Cette méme division peut étre effectuée de la maniere ci-dessous :

Les nombres de la premiere ligne sont les coefficients du polyndme. Le 3 de la deuxieme
ligne du tableau est le zéro de x — 3.

Construisons le tableau depuis la colonne du coefficient du plus grand degré.

La derniére ligne fournit les coefficients du quotient x3 + 2x + 5 et le reste est 17.
On peut donc écrire :p(x) = (x —3)(x3 + 2x + 5) + 17

Avantage : méthode plus rapide que la division
Désavantage : on oublie vite dans quel sens utiliser cette méthode !

8 (Notions élémentaires p. 73)
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ALGEBRE

Probléme : Factoriser : p(x) = 3x3 — 4x? — 5x + 2

On trouve rapidement que p(—1) = 0, donc:

3x3 —4x?—5x+2=(x+1)(

3x3-4x2-5x+42

x+1

3x3 — 4x?

—5x+2

x+1

Ou Horner :

Vv

>

\_

ax*+bx+c=alx —x)(x —x), %1, =

Idée : factoriser le polyndme de degré 2 avec une formule :

—b + VA

bZ
2a

, A= —4ac

Vs

Factorisation :

p(x) =3x3 —4x?—-5x+2 =

Que peut-on trouver dans la table CRM ?

Divisibilité de P(x) par = —a

Pour tout nombre réel a, il existe un polynéme () défini par l'identité P(x)

|P(Az') est divisible par = — a

& Pla)=0]

Le schéma de Horner est un algorithme qui permet de déterminer les coefficients du polynéme )

et la valeur P(a) :

Cn

dpy dpg dnz ... dy

Co

avec

dy Pla

coefficients de @)

Relations de Viéte

Si P(z) = cp(x — 1) (z — x2)

oo (x—xp), alors xq, w9, ...,

dp1
diy
P(a)

+a, =

Tt e+ ...
Cn,

Cn-1

T1Ty ..y = (—1)

n

Co

Cn

-

= Cn

= ¢+ad; (1<i<n-—1)

Tp

(z —a)Q(x) + P(a)

Ce cours peut \\
etre revu en
vidéo.

co+ ady

» Polynémes Série 2

» Notions élémentaires p.81 exercice 11 a 13

sont les zéros de P et
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9. RACINES RATIONNELLES

BUT : Nous allons voir sur un exemple comment trouver toutes les racines rationnelles d'un
polynéme a coefficients entiers.

Exemple sur le polynéme : B(x) = x® — 3x% + 5x — 15
Supposons ques € R soit une racine rationnelle du polynéme B, c'est-a-dire que B (s) =0.

On peut s'arranger pour que q soit positif et pour que p et g n'aient pas de facteurs
communs (fraction simplifiée).

Donc:
3 2
(B 5 +5(3)15=0
q q
Donc:
3 2
P 3.2 45l 45=0
q

Multiplions par g3 et développons pour qu'il n'y ait plus de fractions.

L'égalité devient :

p3 —3p%q +5pq® —15¢3 =0  (*)

En faisant passer le terme —15¢3 a droite de I'égalité * et en mettant p en évidence a
gauche, ona:

p(p* — 3pq +5q*) = 15¢°
p et g n'ont pas de facteur communs, donc p divise 15.
Donc les seules valeurs envisageables pour p sont: +1; +3; +5et + 15
En faisant passer le terme p3 a droite de I'égalité * et en mettant q en évidence a gauche, on
; q(—3p* + 5pq — 15¢*) = —p®

Comme p et g n'ont pas de facteurs communs, donc q divise —1.

Donc la seule valeur envisageable pour g est 1.

p +1 +3 +5 +15
q
1 +1/1 | +3/1 +5/1 +15/1

JDM — Collége Voltaire 19
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Conclusion : S_is est une racine rationnelle du polynéme B,

Iors%égale +1; +£3; +5et £+ 15.

Q

I suffit d'évaluer le polyndme B sur ces huit valeurs pour déterminer s'il possede une racine
rationnelle.

Terminer en déterminant la racine rationnelle de B, puis en factorisant le polyn6me B.

En résumé, on peut démontrer le théoreme suivant :

= E = =) 2
Si B(x)=a,-x"+a, ,-x"" +a,_, X" +.+a,-x" +a,-x+a, avec ap#0, ay#0 et aqje Z

c.-a-d. B estun polynome de degré » dont tous les coefficients sont entiers, avec ao # 0.

S1 x, = P Q est une racine rationnelle irréductible du polynome B, c'est-a-dire que B ( P } =0

q q
Alors p divise ag et g divise ay.

Un théoreme qui a une importance historique : « Le théoreme fondamental de I'algebre ».
En utilisant ce que nous avons vu sur la factorisation, il est facile de voir qu’un polynéme de
degré n posséde au maximum n racines. Une question naturelle est :

« peut-on toujours factoriser un polyndome en produit de polynomes du premier degré ? »
Si on se limite aux nombres réels IR, la réponse est négative. Si on accepte de travailler avec
les nombres complexes C, la réponse est positive. Cette remarque montre I'importance des

nombres complexes (Que vous n’étudierez peut-étre jamais dans votre vie | Quel dommage !).

Si on se limite aux nombre réels R, on peut toujours factoriser un polyndéme en produit de
polynémes du premier degré ou du second degré avec discriminant négatif.

Ces affirmations correspondent au théoreme fondamental de I’algebre. Il a fallu plusieurs
siecles avant d’obtenir une démonstration rigoureuse de ce théoreme.

JDM — Collége Voltaire 20
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Exercice : Soit B(x) = 2x3 — 9x2 + 10x — 3

a) Déterminer I'ensemble des racines rationnelles du polyn6me B
(indication: utiliser le théoréme pour limiter les candidats possibles.)

b) B possede-t-il d'autres racines ?

Exercice : Factoriser : p(x) = x* — 2x3 —4x%2 + 2x + 3

Ce cours peut
etre revu en
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10. TABLEAU DE SIGNES®

Ce paragraphe a été commencé en premiere année et il sera trés important en 3¢ et 4¢ pour
les études de fonctions. Il est important de bien comprendre sa construction et signification.

Définition : Le tableau de signes d’une fonction présente les intervalles pour lesquels cette
fonction est positive et ceux pour lesquels elle est négative.

Exemple 1 : La fonction f est donnée par le graphe ci-contre.

On constate sur ce graphe que cette fonction :

e Sannuleen—-2,0et1,
e est négative sur |[—oo; —2[ et ]0; 1] 1
e est positive sur |—2; 0[ et ]1; +oo

On regroupe ces informations ainsi : f
x -2 0 1
f(x) - 0 + 0 - 0 +

Exemple 2 : La fonction f est donnée par f(x) = (x + 2)x(x — 1).
La régle du produit nul nous indique que f s’annule en —2,0 et 1.

Voila le tableau de signes détaillé :

X -2 0 1
X+ 2 - 0 + + + + +
X - - - 0 + + +
x—1 - - - - - 0 +
f(x) - 0 + 0 - 0 +

Exemple 3 : Autre présentation pour la fonction f(x) = (x + 3)(—2x + 6)

T —00 -3 3 +00

z+3

—2x+6

(z +3)(—2z + 6)

9 Voir aussi Notions élémentaires p.76
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Méthode pour établir un tableau de signes :

1) Factoriser la fonction.

2) Déterminer les zéros des différents facteurs : une colonne pour chacun..
3) Etudier les signes de chaque facteur.

4) Bilan des signes.

Exercice : Etablir le tableau de signes de la fonction : f(x) = (x + 3)(1 — x)(x — 2)

» Notions élémentaires, p. 84 ex 34
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NOUS ALLONS APPLIQUER
TOUTES CES NOTIONS DANS LE
PROCHAIN CHAPITRE: LES
FONCTIONS RATIONNELLES!
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TOUTES LES NOTIONS ET
METHODES SERONT TRES
IMPORTANTES EN 3E.-- EN
ANALYSE !
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